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概要

双方向変換は，元のデータの一部を抽出し加工する順方向変換と，順方向変換で得られた

データに対する更新を元データに反映する逆方向変換の二つの変換から構成される．ただ

し，元データへの更新の反映は，たとえば「更新された元データにふたたび変換を適用する

と更新を行った変換後のデータと等しい」，「変換後のデータの構築に関係ない部分を変更し

ない」などの順方向変換に対し何らかの「振る舞いのよさ」を保たなければならない．双方

向変換を用いることで，XML文書の同期や相互変換を行える．さらには，双方向変換はプ

レゼンテーション指向の文書作成やソフトウェアエンジニアリングにも利用できる．しかし，

順方向変換に対し，「振る舞いのよい」逆方向変換を与えるのは難しい．また，仮に逆方向変

換が与えられたとしても，その動作が振る舞いのよいものであるかを確認するのも容易では

ない．さらには，ある順方向変換に対して双方向に動作する逆方向変換は一つとは限らず，

逆方向変換の中には，振る舞いはよいもののほとんどの更新を反映することができず効果的

でない逆方向変換も含まれる．よって，順方向変換から，振る舞いがよく効果的な逆方向変

換を求める手法が求められている．

近年，木構造データ上の双方向変換の重要性は増してきている．特に木構造データの一種

であるXMLは広く普及しており，様々なアプリケーション間のデータ受け渡し用のデータ

の事実上標準となっている．それぞれのアプリケーションが異なる形式のXMLを要求して

いることも多いため，XMLを様々な形式に変換できると便利である．また，そういった場

合に，変換後のデータの上でなされた更新を元のデータに反映することができればさらに便

利である．

これまで，順方向変換に対し「補関数」という関数を与えることで，振る舞いのよい逆方

向変換を定められることが知られていた．直観的には，補関数とは，「副作用のない」更新の

反映を特徴付けるため導入された概念であり，元データのうち順方向変換の結果の構築に関

係のない部分を全て抽出する関数である．よって，補関数値を不変に保つことで，変換結果

に関係のない部分を変更することなく元データを更新することができる．しかし，数学的な

関数としてではなく実行可能なプログラムとして補関数を求める議論は少ない．これまで，

関係データベース上の問い合わせについて補関数を問い合わせの形で求める研究はあったも

のの，木構造データに対する変換プログラムに対する補関数プログラムの導出についての議

論はなかった．また，補関数プログラムが仮に求まったとしても，数学的に逆方向変換関数

を定義する場合とは違い，逆方向変換プログラムを求めるのは容易ではない．

本論文では，我々は，特定のクラスの関数型言語で記述された木構造データ上の順方向変

換プログラムから補関数プログラムを導出し，それに基づき逆方向変換プログラムを自動導

出する「プログラムの双方向化」手法を提案する．提案手法は順方向変換の単射性に注目す

る．順方向変換プログラムは一般には単射ではないために，元データに変換結果の構築に関
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係ない部分が含まれる．補関数はこの変換結果の構築に関係ない部分を含まねばならないの

で，我々は，順方向変換プログラムにおける「プログラムが単射でなくなっている場所」に

おいて適切に情報を補うように順方向変換に対する補関数を構成する．

本研究の主な貢献は次の二点である．

一つ目の貢献は，順方向変換記述する言語を適切に制限することにより，プログラムを自

動的に双方向化する手法を与えたことである．順方向変換記述言語は treelessで affineと制

限されているものの，多くの基本的な変換を記述することができる．また，制限されている

おかげでプログラムの単射性を効果的に解析することができる．プログラムの単射性を解析

することにより我々は補関数が補うべき情報を適切に知ることができるため，より効果的な

逆方向変換を定める補関数を導出することができる．さらに，制限により，得られた補関数

プログラムから逆方向変換プログラムを導出するのも容易になっている．

二つ目の貢献は，XML上の双方向変換を記述できるように一つ目の貢献で述べた双方向

化の手法を拡張したことである．確かに，treelessで affineな言語で記述されたプログラム

に対する双方向化の手法を，双方向結合子などの他の手法と組み合わせることで広範な順方

向変換プログラムに適用することは可能である．しかし，そのようにして得られる逆方向変

換はしばしば効果的ではない場合がある．XMLの変換においては，XMLの要素列の連接や

変換結果の複製，そして元データの複数走査を順方向変換が含む場合に，素朴に導出した逆

方向変換はあまり効果的でないものになることが多い．これらの問題箇所に対し，我々は，

双方向化手法を拡張しまた適切に言語の補助を与えることにより，特定のクラスのXML変

換プログラムに対しても効果的な逆方向変換を自動導出する手法を与えた．
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1

第1章 はじめに

1.1 背景

1.1.1 双方向変換

あるデータ（ソースと呼ぶ）から一部を取り出し加工し別のデータ（ビューと呼ぶ）へと

変換する. この時，変換後のデータへの更新を元のデータへと書き戻すことが行えれば便利

である．ただし，元データへの更新の反映は，順方向変換に対し，たとえば更新された元

データにふたたび変換を適用すると更新を行った変換後のデータと等しいなどの，何らかの

整合性を満たさなければならない．双方向変換は，この元のデータを加工する順方向変換と，

元データと変換後のデータの間の整合性を保ちながら更新の反映をを行う逆方向変換の二つ

の変換の組である．双方向変換は，たとえば，構造化文書の同期 [FGM+05]，非構造化文書

の同期 [BFP+08]，プレゼンテーション指向の文書作成 [HMT04]，ユーザインタフェース

作成のための制約解消 [Mee98]などに応用できる．また，双方向変換はデータベースの分野

ではビュー更新として研究されている [BS81,DB82,GPZ88,Heg90,LV03]．

双方向変換を例を用いて説明する．ソースとして，研究室のメンバーリストを表す以下の

XML要素を考える．

s =


<members>

<student>Metsuda</student>

<professor>Hu</professor>

<professor>Takeichi</professor>

</members>


上のメンバーリスト（<members>）は学生（<student>）と教授（<professor>）から構成

される．このうち学生（<student>）のみを抽出する順方向変換を考える．たとえば上の

ソース sから学生のみを抽出すると以下となる．

v =

<members>

<student>Metsuda</student>

</members>


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この順方向変換は以下の関数 students により実現できる．

students(<members>(x)) =̂ <members>(f(x))
f(ε) =̂ ε

f(<student>(x) ¦ r) =̂ <student>(x) ¦ f(r)
f(<professor>(x) ¦ r) =̂ f(r)

ここで「¦」はXML要素列の連接，εは空列，そして <tag>(x)は <tag>x</tag>の略記で

ある．順方向変換 students に対する逆方向変換は，students の結果である学生のみを含む

リストに対する変更を，元の研究室のメンバーリストに反映する．たとえば，以下の関数

studentsBは，students の逆方向変換の一つである．

studentsB(<members>(s), <members>(v)) =̂ <members>(fB(s, v))
fB(ε, ε) =̂ ε

fB(<student>(x) ¦ r, <student>(x′) ¦ r′) =̂ <student>(x′) ¦ fB(r, r′)
fB(<professor>(x) ¦ r, r′) =̂ <professor>(x) ¦ fB(r, r′)

逆方向変換 studentsBは更新反映前のソースと更新後のビューを取り，更新を反映した新し

いソースを返す．たとえば，ある人が，ビュー上で学生の名前が間違っているのに気付き，

学生の名前 Metsudaを Matsudaに更新したとする．この更新によりビュー v = students(s)

は以下の v′へと変更される．

v′ =

<members>

<student>Matsuda</student>

</members>


この vから v′への更新は，逆方向変換 studentsBにより反映され，ソースは以下へと更新

される．

studentsB(s, v′) =


<members>

<student>Matsuda</student>

<professor>Hu</professor>

<professor>Takeichi</professor>

</members>


上のソースにおいて，元のソース s中の Metsudaは，逆方向変換後のソース studentsB(s, v′)

中では Matsudaへと更新されており，vから v′への更新が反映されたことが確認できる．

一般には，ある順方向変換に対し逆方向変換は複数存在する．順方向変換に対する逆方向

変更は，「ビューの構築に関係のないソースを変更しない」など，振る舞いのよいものである

ものが望ましい．また，より多様な更新を反映できるという意味で，より効果的な逆方向変

換が望ましい．たとえば，以下の二つの関数も students の逆方向変換である．

students ′B(s, v) = s if v = students(s)
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students ′′B(<members>(s), <members>(v)) =̂ <members>(gB(s, v))
gB(ε, ε) =̂ ε

gB(ε, <student>(x′) ¦ r′) =̂ <students>(x′) ¦ gB(ε, r′)
gB(<student>(x) ¦ r, ε) =̂ ε

gB(<student>(x) ¦ r, <student>(x′) ¦ r′) =̂ <student>(x′) ¦ gB(r, r′)
gB(<professor>(x) ¦ r, r′) =̂ <professor>(x) ¦ gB(r, r′)

これらの逆方向変換は，効果的でないもしくは振る舞いのよくないものである．

逆方向変換 students ′Bはあまり効果的でない．これは，関数 students ′Bは，v = students(s)

であるソースしか定義域に含まないため，ビュー上の意味のある変更をソースに反映するこ

とができないためである．

逆方向変換 students ′′Bは，∀s, v. studentsB(s, v) = s′ ⇒ students ′′B(s, v) = s′を満たす．つ

まり，studentsB の反映できる更新を全て反映することができる．そのため，students ′′B は

studentsBより効果的な逆方向変換である．しかし，students ′′Bは，ビューの構築に関係の

ないソースを変更してしまうため振る舞いがよいものではない．たとえば，ソースが以下で

あった場合を考える．

<members>

<student>Metsuda</student>

<professor>Hu</professor>

<professor>Takeichi</professor>

</members>

このとき，students によるビューは以下である．

<members>

<student>Metsuda</student>

</members>

また，ソースが
<members>

<professor>Hu</professor>

<student>Metsuda</student>

<professor>Takeichi</professor>

</members>

であったとして，ビューは上のものとなるので，教授（<professor>）のメンバーリスト

における順序や，学生（<student>）と教授との位置関係はビューの構築には関係がない．
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ビューに対する更新として，以下の更新を考える．<members>

<student>Metsuda</student>

</members>

 ½
(
<members>

</members>

)

½

<members>

<student>Matsuda</student>

</members>


この更新は，Metsudaという名前の学生を一度ビューから削除する更新と，Matsudaとい

う名前の学生を挿入しなおすという更新の二つの更新により，学生の名前を Metsudaから

Matsudaへと変更する．ここで，それぞれの更新ごとに students ′′Bにより更新を反映すると

ソースは
<members>

<professor>Hu</professor>

<professor>Takeichi</professor>

<student>Matsuda</student>

</members>

と更新される．ここで，逆方向変換 students ′′Bはビューの構築に関係のない「教授と学生の

メンバーリストにおける位置関係」を変更してしまっている．そのため，students ′′Bは振る

舞いのよい逆方向変換ではない．ソースにおいて，ビューの構築に関係のない部分が変更さ

れてしまうと，ビューを通してソースにおけるその変更を確認できなくなってしまう．

先程定義した，順方向変換 students に対する逆方向変換 studentsBは，「ビューの構築に

関係のないソース」を変更することがなく，振る舞いのよいものである．また，逆方向変換

studentsBは，抽出した各学生の名前への変更をソースに反映することができ，それなりに

多様な更新をソースに反映できるため，振る舞いがよいものの中では効果的である．しかし，

一般には，順方向変換に対し，振る舞いのよい効果的な逆方向変換を与えるのは難しい．ま

た，手で逆方向変換を与えたとしても，それが振る舞いのよいものなのかどうかを確認する

のも容易ではない．よって，順方向変換から，振る舞いがよく効果的な逆方向変換を求める

手法が求められている．

1.1.2 木構造データに対する変換

近年，木構造データ上の双方向変換の重要性は増してきている．特に木構造データの一種

であるXMLは広く普及しており，様々なアプリケーション間のデータ受け渡し用のデータ

の事実上標準となっている．それぞれのアプリケーションが異なる形式のXMLを要求して

いることも多いため，XMLを様々な形式に変換できると便利である．
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たとえば，以下の論文様の構造のXMLを考える．

<chapter>

<title>はじめに</title>

<p>あるデータを変換により，別のデータ . . . </p>

<p>双方向変換を例を . . . </p>

</chapter>

<chapter>

<title>関連研究</title>

<p>本章では，本論文に関連の深い研究 . . . </p>

<section>

<title>双方向変換</title>

. . .

</section>

</chapter>

. . .

上の XMLを次のように XHTMLに変換すると，Webブラウザにより視覚的に XML内容

を確認することができる．

<h1>はじめに</h1>

<p>あるデータを変換により，別のデータ . . . </p>

<p>双方向変換を例を . . . </p>

<h1>関連研究</h1>

<p>本章では，本論文に関連の深い研究 . . . </p>

<h2>双方向変換</h2>

. . .

また，そういった場合に，変換後のデータの上でなされた更新を元のデータに反映すること

ができればさらに便利である．

1.1.3 振る舞いのよい逆方向変換の構成

順方向変換に対し補関数という関数を与えることで，振る舞いのよい逆方向変換が与えら

れることが知られている [BS81,Heg90]．直観的には，補関数とは，ソースのうちビューの

構築に関係のない部分を全て抽出する関数であり，「副作用のない」更新の反映を特徴付け

る．すなわち，関数

f :: S → V

に対する補関数

g :: S → V ′

とは，関数

〈f, g〉 :: S → (V × V ′)
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を単射にする関数である．ただし，〈f, g〉(x) = (f(x), g(x))である．よって，補関数値を不

変に保つことで，ビューの構築に関係のない部分を変更することなくソースを更新すること

ができる．すなわち，順方向変換 f に対する補関数 gが与えられれば，

reflectf,g(s, v) = 〈f, g〉−1(v, g(s))

とすることにより，振る舞いのよい逆方向変換を定めることができる．得られる逆方向変換

は，補関数の選び方により異なる．たとえば，恒等写像 id(x) = xは，どの関数に対しても

補関数になる．しかし，reflectf,id(s, v)は v = f(s)である (s, v)についてしか定義されてお

らず意味のある更新の反映ができないため，idは補関数として望ましいものではない．一般

には，よりソースの値を区別しないという意味で，よりソースの情報を保存しない補関数が

より効果的な逆方向変換を定めることが知られている [BS81]．

しかし，これまで，順方向変換プログラムから具体的な補関数プログラムを導出し，逆方向

変換プログラムを導出する研究はほとんどない [CP84,LLSV01,LV03]．関係データベース上

の問い合わせについて補関数を問い合わせの形で求める研究はあった [CP84,LLSV01,LV03]

ものの，少くとも我々の知る限り，木構造データに対する変換プログラムに対する補関数プ

ログラムの導出についての議論はなかった．関係データベース上の問い合わせにおいては，

ソース中の「ビューの構築に関係のない部分」が組の集合で表現できるため，補関数導出の

議論が木構造上に比べて簡単である．ところが，木構造上の変換においては，ソースにおけ

る「ビューの構築に関係のない部分」はソースの構造と直接的な対応をしてるとは限らない．

たとえば，以下の half において，ソースにおける「ビューの構築に関係のない部分」は，入

力となる列の長さの偶奇である．

half (<z>(ε)) =̂ <z>(ε)
half (<s>(ε) ¦ <z>(ε)) =̂ <z>(ε)
half (<s>(ε) ¦ <s>(ε) ¦ r) =̂ <s>(ε) ¦ f(r)

1.2 本論文の目的

本論文の目的は，木構造データ上の順方向変換プログラムから，振る舞いがよく，また効

果的な逆方向変換プログラムを自動導出する手法を与えることである．すなわち，プログラ

ムの双方向化による双方向変換の構成である．また，逆方向変換プログラムの導出にあたっ

て，順方向変換プログラムのどのような性質が，効果的な逆方向変換プログラムを得ること

を可能にするのかを明らかにすることを目指す．

1.3 我々のアプローチ

本論文では，我々は，特定のクラスの関数型言語で記述された木構造データ上の順方向変

換プログラムから補関数プログラムを導出しそれに基づき逆方向変換プログラムを自動導出
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data S =̂ (<section>(<title>(String) ¦ P ))∗

data P =̂ (<p>(String))∗

c2x (ε) =̂ ε

c2x (<chapter>(<title>(t :: String) ¦ p :: P ¦ s :: S) ¦ r)
=̂ <h1>(t) ¦ p ¦ s2x (s) ¦ c2x (r)

s2x (ε) =̂ ε

s2x (<section>(<title>(t :: String) ¦ p :: P ) ¦ r)
=̂ <h2>(t) ¦ p ¦ s2x (r)

図 1.1. 1.1.2節の変換を記述する関数 c2x

する手法を提案する．提案手法は順方向変換の単射性に注目する．順方向変換プログラムは

一般には単射ではないために，ソースに変換結果の構築に関係ない部分が含まれる．補関数

はこの変換結果の構築に関係ない部分を含まねばならないので，我々は，順方向変換プログ

ラムにおける「プログラムが単射でなくなっている場所」において適切に情報を補うように

順方向変換に対する補関数を構成する．

貢献

本論文における我々の貢献は以下の二つにまとめられる．

一つ目の貢献は，順方向変換記述言語を適切に制限することにより自動的に振る舞いのよい

逆方向変換を導出する手法を与えた，ということである．我々は，affineかつ treeless [Wad90]

である一階の関数型言語で記述されたプログラムに対する自動的なプログラムの双方向化

手法を提案した．順方向変換言語は，affine（複製がなく，同じ入力を二度以上走査できな

い）かつ treeless（関数呼出がネストできない）と制限されているものの，map 様関数な

ど，多くの基本的な変換を記述することができる．また，制限されているおかげでプログ

ラムの単射性を効果的に解析することができる．本言語で記述された関数に対し，関数が

単射であるかないかを厳密に判定することができる．プログラムの単射性を解析すること

により我々は補関数が補うべき情報を適切に知ることができるため，本言語で記述された

変換については，効果的な逆方向変換を自動的に与えることができる．一般には，補関数

のプログラムが得られたのちに，逆方向変換プログラムを導出するのも，プログラム逆計

算 [Dij78,Epp85,GK04,GK05,Gri81,NSS05]が必要になり容易ではない．しかし，言語に

制限をおいたおかげで，得られた補関数プログラムから逆方向変換プログラムを導出するの

も容易になっている．

二つの目の貢献は，XML上の変換を効果的に双方向化できるように，前述の双方向化手法

を拡張した，ということである．我々の前述の双方向化手法は，双方向化結合子 [FGM+05,

HMT04,MHT04a]の技術などを利用することにより，より広範のプログラムに適用するこ
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data T1 =̂ (<h2>(String) ¦ P )∗

data T2 =̂ (<h1>(String) ¦ P ¦ T1)
∗

data P =̂ (<p>(String))∗

c2xB(s, v) =̂ c2x−1(v)
c2x−1(ε) =̂ ε

c2x−1(<h1>(t :: String) ¦ p :: P ¦ v1 :: T1 ¦ v2 :: T2)
<chapter>(<title>(t :: String) ¦ p ¦ s2x−1(v1)) ¦ c2x−1(v1)

s2x−1(ε) =̂ ε

s2x−1(<h2>(t :: String) ¦ p :: P ¦ v3 :: T1)
=̂ <section>(<title>(t) ¦ p) ¦ s2x−1(v3)

図 1.2. 図 1.1のプログラムの双方向化結果

とができる．ただし，そのようにして得られた逆方向変換はあまり効果的にならない場合

がある．XMLの変換においては，XMLの要素列の連接や変換結果の複製，そして元デー

タの複数走査を順方向変換が含む場合に，素朴な双方向化手法の拡張よりに導出した逆方

向変換はあまり効果的でないものになることが多い．これらの問題箇所に対し，我々は，双

方向化手法を拡張しまた適切に言語の補助を与えることにより，特定のクラスのXML変換

プログラムに対しても効果的な逆方向変換を自動導出する手法を与えた．具体的には，我々

は affineで treelessな順方向変換記述言語を拡張し，XML要素列の分割・連接のための演

算子と多返値関数を加え，双方向化の議論を行なった．たとえば，本章 1.1.2節の論文様の

XMLからXHTML断片への変換は，図 1.1の c2x のようにこの言語で記述することができ

る．多返値関数の導入のアイデアは，組化 [HITT97,Chi93]による．複製の含むプログラム

の双方向化における問題は，複製により同じ入力が二度以上走査されることによって引き起

される．組化はこのデータの複数回走査をなくし多返値関数を導入するプログラム変換であ

る．また，本言語で記述されたプログラムの単射性の解析は決定可能ではないものの，効果

的に行うことができる．たとえば，図 1.1の c2x は単射だと判定され，図 1.2の逆方向変換

c2xBが導出される．

また我々は，提案する手法を実装し，手法の有効性を確認した．本論文の内容の実装に関

する情報は，http://www.ipl.t.u-tokyo.ac.jp/~kztk/b18n/ にある．

1.4 論文の構成

本論文の構成は以下の通りである．

第 2章では，双方向変換分野における研究と本論文の内容との関わりを述べる．また，双

方向変換と関連の深い，単射な関数から逆関数を導出するプログラム逆計算，単射な関数と

その逆関数を同時に記述する可逆計算，本論文でいう双方向変換の前身であるビュー更新に



1.5 基本的な概念と記法 9

ついても簡潔に述べる．

第 3章，第 4章は本論文の主要結果を理解するために必要な既存の知識について述べる．第

3章では，本論文が提案するプログラム変換の基礎となる，補関数に基づく双方向化 [BS81]

に述べる．第 4章では，木，およびXML文書の表現である生垣について述べる．これらは，

本論文でプログラム変換の対象となる，プログラム言語の入力および出力となる．また，第4

章においては，木や生垣からなる集合の記述である，正規木文法や正規生垣文法 [CDG+97]

についても述べる．

第 5章，第 6章，第 7章，第 8章は本論文の主要成果である．第 5章は，本論文の貢献の

一つである，補関数に基づく双方向化の基本的なアイデアを，簡単なプログラム言語を用い

て説明する．ここで，単射性解析が双方向化において，より更新を反映する逆方向変換プロ

グラムを得るために重要であることを示す．第 6，7，8章では，本論文の二つ目の貢献を述

べる．第 6章は，第 5章で扱った言語を拡張し，簡単なXML変換を記述できるようにする．

この際，順方向変換が複製を含むと双方向化の議論が難しくなることを示し，また，言語の

設計により，複製の難しさの一部は解決できることも示す．第 7章は，第 6章の言語で記述

されたプログラムに対する双方向化のための前処理手法である，関数の引数の型に対する特

化について述べる．関数を引数の型に基づき特化することにより，より正確に順方向変換の

単射性を解析し，より効果的な逆方向変換を導出することが可能になる．第 8章は，第 6章

で定めた言語に対し，双方向化の手法を実際に適用する．第 6章で適切に対象言語を定めた

ことにより，第 5章の双方向化手法の簡単な拡張により，第 6章の言語で記述された順方向

変換も効果的に双方向化できることを示す．

第 9章では，本論文の内容を取りまとめ，今後の課題を示す．

1.5 基本的な概念と記法

本論文を通して使用する基本的な概念や記法について述べる．

部分関数

本論文では，定義域の全ての値に対し関数の値が定義されている全域関数（total func-

tion）ではなく，定義域の一部の値に対し関数の値が定義されていないかもしれない部分関

数（partial function）を扱う．たとえば，以下の関数 div :: Z × Z → Qは部分関数である．

div(x, y) = x/y

なぜなら，div は第二引数が 0の時に値が定義されないためである．

部分関数 f に対し，f が入力 xに対し関数の値が定義されている，すなわち f(x) = vと

なる vが存在する場合に

f(x)↓
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と書く．また，部分関数 f に対し，f が入力 xに対し関数の値が定義されていないとき，

f(x) = ⊥

と書く．たとえば，div(2, 3)↓であり，div(2, 0) = ⊥である．
本論文では，単に「関数」と書いた場合部分関数を指す．

関数 f :: X → Y の実際の定義域 dom(f)を

dom(f) = {x | f(x)↓}

で定める．同様に，関数 f :: X → Y の実際の値域 ran(f)を

ran(f) = {y | f(x) = y, y 6= ⊥}

定める．たとえば，dom(div) = {(x, y) | x ∈ Z, y ∈ Z, y 6= 0}であり，ran(div) = Qである．
関数 f :: X → Y について，常に dom(f) ⊆ X かつ ran(f) ⊆ Y であることを仮定する．本

論文では，特に断わらない限り，「実際の定義域」を単に定義域と呼び，「実際の値域」を単

に値域と呼ぶ．

二つの部分関数 f :: X → Y および g :: X → Y について，以下の半順序vを定める．

f v g ⇔ ∀x ∈ dom(f). f(x) = g(x)

直観的には，f v gは，gが f より広範に定義されていることを表す．

単射関数

後の議論において，我々は関数の単射性に注目し議論する．ここで，関数 f が，単射であ

るとは，以下を満たすことである．

∀x, y ∈ dom(f). f(x) = f(y) ⇒ x = y

単射な関数は唯一の逆関数を持つ．単射な関数 f :: X → Y に対し，関数 g :: Y → X が

f :: X → Y の逆関数であるとは，以下を満たすことである．

dom(g) = ran(f) ∧ ∀x ∈ dom(f), y ∈ dom(g). f(x) = y ⇒ g(y) = x

単射な関数 f の逆関数を f−1と書く．部分関数を考えているため，関数が全単射でなくて

もその逆関数が存在することに注意する．単射な f について以下が成り立つ．

∀x ∈ dom(f). f−1(f(x)) = x ∧ ∀y ∈ ran(f). f(f−1(x))
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組にした関数

関数 f :: X → Y および g :: X → Zに対し，f と gを組にした関数 〈f, g〉を以下で定める．

〈f, g〉(x) = (f(x), g(x))

プログラム

本論文では，次の二種類のプログラム表記を用いる．一つは，

f(x) = x − 1 if x > 0

のような=を使用して定義されるものであり，もう一つは，

f(S(x)) =̂ Z

のような =̂を使用して定義されるものである．前者は，数式の表記に Haskell [Bir98]など

のプログラムの記法を借りたものである．それに対し，後者は，本論文で議論するプログラ

ム変換対象のプログラムである．すなわち，=は数式における意味上の等価性を表現し，=̂

はプログラムの構文上のただの記号である．

ベクトル記法

簡便のため，我々は列 t1, . . . , tnに対し，ベクトル記法
−→
t を用いる．ここで，列 t1, . . . , tn

の列長 nは，|−→t |で表現する．すなわち，−→
t = t1, . . . , t|−→t |である．ここで言う列は，XML

要素の列とは異なることに注意する．つまり，ベクトル記法は，数式に中に現れるカンマ区

切りの列の省略記法であり，XML要素列の省略記法ではない．

Don’t-Care記法

我々は，ある値が何であるか気にしない（don’t care）であることを明示的に表現するの

に，Haskellに倣い「 」を用いる．たとえば，v = ( , y)と書くと，vの第一要素が何であ

るかには特に言及せず vの第二要素が yであることを表す．また，f( ) = 1と書くと，f は

入力が何かによらず 1を返す関数であることを表す．Don’t-Care記法により，不要な変数

名を減らし，式を簡潔に記述することができる．
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第2章 関連研究

本章では，本論文に関連の深い研究について述べる．まず，双方向変換分野の研究につい

て 2.1節で述べる．その後 2.2節において，双方向変換において取り扱いの難しい要素の一

つである複製について，他の研究がどのように取り扱っているのかを述べる．最後に 2.3に

おいて，他の研究がどのように双方向変換を定式化しているのかということについて簡潔に

述べる．

2.1 双方向変換

Fosterらは，双方向結合子により小さな双方向変換を組み合わせていくことで，双方向変

換を構成するアプローチを提案した [FGM+05]．彼らの枠組みにおいては，関数型言語にお

いて関数が言語の基本的要素になっているのと同様に，双方向変換が基本的な言語要素となっ

ている．ソース Sとビュー V 間の双方向変換は順方向の意味 S → V と逆方向 S × V → S

の意味を持つ．ここで，逆方向の意味は，更新反映前のソースと更新後のビューを取り，更

新反映後のソースを返す．双方向結合子は，振る舞いのよい1双方向変換を結合し，振る舞

いのよい双方向変換を作る．結合子としては，変換の合成，条件分岐，再帰などの基本的な

言語要素に対応するものがあり，基本的な双方向変換としては，組の射影，木の枝の名前変

えなど扱うデータ構造に対応したものがある．たとえば，変換の合成結合子「◦」は以下の
ように定義される．

順方向 (f ◦ g)(s) = f(g(s))
逆方向 (f ◦ g)B(s, v) = gB(s, fB(f(s), v))

結合子を用いた双方向変換構成には，以下のメリットがある．

• 双方向性の保証

• 順方向の意味での，高い記述性

• 高い拡張性

ただし，複製などの一部の変換は，結合子で表現すると効果的な双方向変換が得られない場

合がある．また，彼らの枠組みにおいて，基本的な双方向変換の意味はあらかじめ与えられ

1本論文の第 3章の定義 3.4とは異なる．
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ている．それに対し，我々は，順方向変換のどのような性質がどうような逆方向変換を定め

るのかを議論する．彼らの枠組みの保証する振る舞いのよさと，補関数の実現する振る舞い

のよさは異なる．ただし，彼らの提案する多くの双方向結合子は，我々の意味でいう振る舞

いのよい双方向変換から振る舞いのよい双方向変換を構成する．たとえば，前述の合成結合

子「◦」の逆方向の意味は，f cを f の補関数，gcを gの補関数としたときに，f ◦ gの補関

数を 〈gc, f c ◦ g〉 としたものに対応する．
Fosterらの結合子による双方向変換構成の枠組み [FGM+05]に対し，いくつかの拡張が提

案されている．Huらは複製結合子を導入し，プレゼンテーション指向エディタの作成におい

て複製結合子を含む双方向変換の有用性を示した [HMT04,HMT08]．彼らの複製結合子はど

ちらの複製についての更新があった場合にも，その更新を複製元に反映できる．これにより，

ビュー上の要素間の同期を達成できる．Muらは，変更をデータに対するタグ付けで表現する

ことによりHuら [HMT04]よりも柔軟な更新反映を行えることを示した [MHT04a,HMT08]．

しかし，彼ら枠組みは柔軟ではあるが，振る舞いのよくない双方向変換も記述できる．複製は

本研究のテーマとも関連が深いため後に詳細な関連を述べる．Bohannonらは，文字列デー

タ操作用の結合子を与えた [BFP+08]．また，彼ら辞書というデータ構造を用い，キーに基づ

く逆方向変換を議論した．Fosterらは商データを対象にした双方向変換を議論した [FPP08]．

これにより，たとえばXML文書中の空白など，双方向変換において無視したい，ビューや

ソースに含まれるデータを適切に無視することができる．文献 [FPP08]の枠組みでは，結

合子は順方向と逆方向の意味に加え，ソースとビューそれぞれにおいて，どのようなにデー

タを商データへ対応付けるのかと，商データの値をどうやってデータへ変換するのかという

意味を持つ．

Brabrandらは，はデータの XML表現と文字列表現とを相互に変換する処理系 XSugar

を実現した [BMS08]．同じデータの XML表現と文字列表現の間の相互変換を考えている

ため，彼らの変換は基本的には全単射である．XSugarでは，関係を記述することによって，

XML表現と文字列表現の間の対応を記述する．大雑把に言えば，彼らの関係記述は，構文

主導翻訳もしくは同期文法 [AU72]と同様のものである．XSugarは，記述された変換が全

単射であるかの検査器も提供している [BGM07]．我々が第 8章で利用する技術のいくつか

は，彼らの単射性検査でも使用されたものである．

双方向変換はデータベースの分野ではビュー更新 [Heg90, LLSV01, LV03, Lan90, BS81,

DB82,GPZ88,WR04,BDH04,Mas84]として研究されてきた．彼らの主に，関係データベー

スから，問い合わせによりビューを構成し，その上の更新を元の関係データベースに反映す

ることを議論している．それに対し，我々は木構造データから木構造データへの変換を議論

する．また，補関数という概念は，関係データベースの分野で提案されたものである [BS81]．

しかし，補関数に基づくビュー更新の議論は少ない [CP84,LLSV01,LV03,Heg90,Heg04]．

双方向変換は可逆計算 [Bak92,Ben89,Fra99,Lan61,PHW06,Abr05,LD82,MHT04b,PF99,

YAG08a,YAG08b,YG07]と関連が深い．可逆計算においては，可逆な計算のみから計算を
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記述する．ここで可逆とは，その操作に対し，順方向の意味 f と逆方向の意味 f−1が両方

定義されているということである．たとえば，たとえば可逆な条件分岐式は，通常の条件分

岐式に加え，どちらの分岐を通って式の値を得たかを知るための，それぞれの分岐に対する

互いに素な事後条件を含む [LD82,YG07]．他にも，一般のプログラム言語には，代入や繰

り返しなどの可逆でない言語要素が含まれているが，それぞれに対応する可逆な言語要素を

定められる．非可逆な計算は，単射にするのに十分な余分な値をともに計算しておくことで

可逆な計算に埋め込む [Ben89,Lan61,PF99]ことができることが知られている．本論文で用

いる補関数導出法は，この埋め込みの一種であると考えることができる．ただし，埋め込み

で使用される余分な値として望ましい性質が，補関数導出による双方向化とプログラムの可

逆化で以下のように異なる．

• 補関数導出による双方向化は，導出する逆方向変換が多くの更新を反映できることが
望ましい．そのため，補関数はできるだけ情報を持ち運ばないものが望ましい（第 3

章）．

• プログラムを可逆にすることにおいては，オーバヘッドが少ないことが望ましい．そ
のため，余分な値のデータ量が少ないことや余分な値を計算する手間が少ないことが

望ましい．

この二性質は互いに関連はしている．たとえば，少ない情報を持ち運ぶ補関数の返り値のほ

うが，値を表現するデータ量は本質的には少なくできる．しかし，二性質は等価ではない．た

とえば，可逆計算では，関数 f から可逆な関数 f ′を構成する手段として，f ′(x) = (f(x), x)

とする手法が議論される [Ben89, PF99]．ところが，入力をそのまま埋め込むような補関

数は，双方向化においては最悪のものである．また，可逆計算の研究は，チューリング機

械 [Ben89,Lan61]やラムダ計算 [Abr05]，結合子論理 [PHW06]，フローチャート言語 [LD82]

などほとんどが「計算」の上のもので，「プログラム」のようなより抽象度が高いものの上で

の議論はあまりなされていない [Bak92,PF99,MHT04b,YAG08a,YAG08b,YG07]．

また，プログラム逆計算 [Dij78,Epp85,GK04,GK05,Gri81,NSS05]も本論文の手法と関

連が深い．プログラム逆計算とは，関数を記述するプログラムからその逆関数を記述するプ

ログラムを得ることである．いくつかの研究 [Dij78,GK05,Gri81, Epp85]では，事後条件

を，システムが推定することやユーザが明示的に記述することで決定的な（deterministic）

逆関数を得ている．また，いくつかの研究 [GK05,Epp85]は，組化をすることにより多返値

関数を得ることで，より決定的な逆関数を導出している．本論文においても，補関数を得た

あと逆方向変換を導出するのにプログラム逆計算が用いられる．そのとき，逆計算の前に，

順方向変換と得られた補関数を組化するのは，彼らの手法と同様，より効率的に評価できる

逆方向変換を得るためである．また，第 6章において，組化により多返値関数を導入し，効

果的に双方向化が行えるようにすることについても，彼らの手法からヒントを得ている．
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Kawanakaと Hasoyaは異なる形式の XML文書間の相互変換を議論した [KH06]．彼ら

もXSugarと同様に関係を記述することにより，相互変換を達成する．彼らの目的は，文書

間の相互変換を記述することであり，同期や全単射を記述することではない．そのため，彼

らは，出力される文書が目的の形式に適合しているかどうかは検証するが，その相互変換

が他にどのような性質を満たすかは議論しない．問題を特定することによって，彼らの枠組

みは，一般的な論理プログラム言語で記述された XML変換 [CF03]と比べ効率よく動作す

る [KH06]．

Meertensは，制約解消結合子言語を提案した [Mee98]．彼の枠組みにおいて，それぞれ

AとBに属する要素間の関係R ⊆ A×Bについての制約解消器は，左の更新を右に反映さ

せる意味 A × B → Bと右の更新を左に反映させる意味 A × B → Aの二つの意味を持つ．

また，制約解消器のそれぞれの意味はさまざまな性質を満たすことが要求される．それらの

性質を満たした制約解消器を結合子で合成した制約解消器もそれらの性質を満たす．

Xiongらは，グラフ上の多数の要素間の同期を実現するための言語を設計した [XHS+08]．

彼らは，複数の要素間の関係の記述することにより同期を達成している．また，いくつかの

同期の上で望ましい性質が議論され，彼らの枠組みの上ではそれらの性質が成り立つ．ただ

し，彼らは，再帰的に定義される関係を扱っていない．

プログラムの双方向化

いくつかの研究は，プログラム双方向化を議論している．

MuらはHaXMLで記述されたプログラムを [MHT06]，LiuらはXQueryで記述されたプ

ログラムを [LHT07]，順方向の意味を保ちつつ双方向結合子で表現されたプログラムに変換

する手法を提案した．ここで，変換先に用いた双方向結合子言語は，Muらは Inv [MHT04a]

であり，Liuらは Huらの結合子言語を Invのタグ付けの概念を取り入れ XML変換に特化

させたものである．彼らは，変換元のそれぞれの言語要素に対し結合子を割り当てることに

より，双方向化を行っている．しかし，彼らは，どのように割り当てたら振る舞いがよいの

か，どのように割り当てたら効果的な双方向変換が得られるのかの議論をしておらず，その

割り当てはアドホックなものである．

Voigtländerは，多相型を持つ順方向変換に対し，パラメトリシティ[Rey83]を利用して逆

方向変換を導出する手法を提案した [Voi09]．リストからリストへの上の順方向変換を挙げ

て彼らの手法を説明する．順方向変換が f :: ∀a. [a] → [a]という型2を持っていたとする．関

数 f の結果は，入力のリストに具体的にどんな値が入っているかに依存しない．そのため，

同じ「形」のリストを入力として渡す限りにおいて，入力のリストのそれぞれの要素は，そ

の位置に応じて出力のリストの特定の位置へと移動する．そのため，ソースのリスト各要素

の「位置」に識別子を振り，それがビューのどの位置にいくのかを覚えておけば，ビュー上

2Haskell [Bir98]の記法を用いている．型 [a]は要素が a型である，リストの型である．
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での更新をソース上へと反映することができる．すなわち，彼らは，補関数を導出している．

この手法は，リストに限らず，位置を識別子で表現できるデータ構造一般に適用できる．ま

た，識別子の割り振りを工夫することにより，同様の手法を ∀a. Eq a ⇒ [a] → [a]という型

の順方向変換や ∀a. Ord a ⇒ [a] → [a]という型の順方向変換に対しても適用できる．彼の

手法は，系統的であるものの，得られる逆方向変換はデータの「形」を変更することができ

ない．たとえば，f :: ∀a. [a] → [a]に対し，彼の手法で得られる逆方向変換を用いて，ソー

スのリストの長さを変更することはできない．彼とは違い，我々は構造自身の変換を議論し

ている．

2.2 双方向変換における複製の扱い

双方向変換において，複製の取り扱いは難しい．直観的には，複製によりデータが二度以

上操作されると，どのタイミングで変更を逆方向変換により書き戻せばよいかわからなく

なってしまうためである．

Fosterらは文献 [FGM+05]においては，複製についてあまり議論しなかった．これは，彼

らの目的が異なる形式の二つのデータの同期であることによる．彼らは，まず，それぞれの

データをソースと見なし，それぞれのデータに対する順方向変換で二つのデータで共有され

る情報をそれぞれビューへと取り出す．同期のため，この得られるビューはそれぞれ同じ形

式をしている．その後，彼らは，得られた同じ形式の二つのビューの上で同期を行う．同期

によりビューが変更されるので，その変更されたビューを逆方向変換することにより，異な

る形式の二つのデータ間の同期が行える．この目的において，ビューに複製されたデータが

含まれることは不自然である．

Huらは，Fosterらの枠組みに複製結合子を導入した [HMT04,HMT08]．彼らは，ビュー

上で同期された要素を表現するのに複製を用いた．彼らの複製結合子は，逆方向変換におい

て，複製されたどちらかの要素に変更があった場合にその変更をソースへと伝播する．これ

により，ビュー上において，逆方向変換のち順方向変換を行うことで，複製された一方に加

えられた変更をもう一方へと伝播することができる．たとえば，これによりファイルマネー

ジャにおける対称なシンボリックリンクが実現できる [松田 05]．Muらは，Huらのアプロー

チをさらに押し進めて，データに変更をタグ付けすることによりさらに柔軟な逆方向変換が

実現できることを示した [MHT04a]．第 6章で述べる unzipの例のように，複製を結合子と

して定めた場合に，その逆方向の意味を逆関数で定義してしまうと，複製結合子を利用して

構成された逆方向変換があまり更新を反映できなくなることがある．Huらの複製結合子の

ような結合子を用いることでこの問題を解決できる．ところが，第 6節で述べるようにHu

らやMuらの複製結合子は我々の意味での双方向性を満足しない．

また，Fosterらは文献 [FPP08]において，商データ（quotient）を考えることにより一部

のHuらの複製を商データの上での双方向性を保ったまま扱えることを示した．ただし，こ
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の手法では unzipなどの変換に効果的な逆方向変換を定めるのは難しい．

Voigtländerも複製を扱っている [Voi09]．彼の枠組みでは，多相型により，複製された値

が走査されないことが保証される．

いくつかの研究は補関数の導出において複製を考慮した導出方法を与えている [LLSV01,

LV03]．Laurentら [LLSV01]や LechtenbörgerとVossen [LV03]は関係データベース上の関

係代数で表現されるクエリに対し補関数の導出手法を与えた．補関数導出の立場において，

ある関数 f と別の関数 gが同じデータを操作するということは，そのデータに対し，f が

持ち運ぶ情報を gが持ち運ぶ情報の両方が得られることになる．そのため，彼らの枠組み

では，〈f, g〉の補関数は，f の補関数の持ち運ぶ情報と gの補関数の持ち運ぶ情報の共有す

る情報に基づいて与えられる．大雑把には，彼らの補関数は元の関係データベース（組の集

合）の部分集合を返すため，〈f, g〉の補関数は，f と gの補関数をそれぞれ f cと gcとすると，

〈f, g〉c(x) = f c(x) ∩ gc(x)で与えられる．それに対し，入力が集合の場合と異なり，入力が

木や生垣の場合には返り値を合成可能にするのは難しく，本論文ではそのようなアプローチ

は採用しない．また，一般的には，〈f, g〉の補関数は，f の補関数の持ち運ぶ情報と gの補

関数の持ち運ぶ情報の共有する情報に基づいて与えられるとは限らないことに注意する．

2.3 双方向変換の定式化

本論文において，双方向変換とは，あるデータを別のデータに変換する順方向変換と，変

換後のデータの上でなされた更新を元のデータ上の反映する逆方向変換の組である．ここで，

順方向変換はただの関数である．しかし，逆方向変換の定式化には主に次の二通りある．一

つの定式化は，逆方向変換を「更新の反映を行う」と見る状態主導（state-based）の定式化

である．すなわち，順方向変換 f :: S → V に対し，逆方向変換

ρ :: S × V → S

は，更新反映前のソースと更新後のビューを取り，更新反映後のソースを返す．もう一つの

定式化は，逆方向変換を「更新の翻訳を行う」と見る操作主導（operation-based）定式化で

ある．すなわち，順方向変換 f :: S → V に対し，逆方向変換

τ :: U(V ) → U(S)

は，ビュー上の更新操作 u ∈ U(V )をソース上の更新操作 τ(u) ∈ U(S)に対応づける．ここ

で，U(X)は集合X上の更新操作の集合であり，それぞれの更新操作 u ∈ U(X)は，関数と

しての意味 [[u]] :: X → X を持つ．

ビュー更新においては，一部 [Heg90,LV03]を除き，操作主導の枠組みにおいて議論されて

いる [BS81,DB82,GPZ88,WR04,BDH04,Mas84]．これは，関係データベースにおいては，管

理システムにより，どのようにデータベースの更新を行うのかが規定されているためだと考え
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られる．双方向変換の枠組みにおいては，文献 [FGM+05,HMT04,BFP+08,FPP08,BMS08]

は状態主導の定式化を採用していて，文献 [MHT04a]は操作主導の定式化を採用している．

一般には，操作主導の双方向変換のほうが，操作に対する情報を逆方向変換が利用できる

ため，より多様できめの細かい双方向変換を達成できる．たとえば，操作主導のもとでは，

リストの先頭要素を削除した後に新たな先頭要素を付け加えるという更新と，リストの先

頭要素を別の要素へと変更するという更新は区別される．それに対し，状態主導の元では，

このそれぞれの更新は同じ結果（状態）になるため区別されない．また，一般には，操作主

導の双方向変換では双方向変換システムが「操作」の情報を手にいれられることを前提にお

いているため，適用範囲が状態主導よりも限定される．状態主導の双方向変換においては，

ユーザは任意のアプリケーションを用いてビューを更新できるが，操作主導では，ビューを

更新するアプリケーションは双方向変換システムに「どのような操作で更新されたか」の情

報を渡さなければならない．

二つの定式化が一致する場合がある．今，ソースとビューX それぞれにおいて，更新操

作の集合 U(X)が任意のX の要素から任意のX の要素への更新を含むとする．すなわち，

∀x1, x2 ∈ X, ∃u ∈ U(X). [[u]](x1) = x2であるとする．このとき，もし操作主導の逆方向変

換 τ が更新操作の意味にのみ依存する，すなわち，

[[u]] = [[u′]] ⇒ [[τ(u)]] = [[τ(u′)]]

であるならば，同等な反映式の逆方向変換 ρを

ρ(s, v) = [[τ(u)]](s) ただし uは [[u]](f(s)) = vとなる更新操作

と定められる．逆に状態主導の逆方向変換 ρから，次により，更新操作の意味のみに依存す

る操作主導の逆方向変換 τ を与えられる．

τ(u) = u′ ただし u′は [[u′]](s) = ρ(s, [[u]](v))となる更新操作

Gottlobらは，操作主導の逆方向変換 τ が更新操作の意味にのみ依存するための条件を議

論した [GPZ86,GPZ88]．この条件は，補関数に基づいて逆方向変換が定義されているとい

う条件よりも弱い．具体的には，彼らの逆方向変換が対応する状態主導の逆方向変換は，第

3章における許容性と合成可能性を満たすが可逆性を満たすとは限らない．そのため，補関

数に基づく双方向考える上では，逆方向変換の関数としての意味のみを議論する場合におい

て，状態主導で議論することと操作主導で議論することに差はない．なお，文献 [FGM+05]

で議論される双方向変換は状態主導であるが，彼らの枠組みで定義される双方向変換が合成

可能性を満たすとは限らない．これは，Gottlobらが，U(X)が更新操作の結合「◦̂」を含む
と仮定しており，その意味と翻訳は以下で与えられることを仮定しているためである．

[[u1 ◦̂ u2]] = [[u1]] ◦ [[u2]]

τ(u1 ◦̂ u2) = τ(u1) ◦̂ τ(u2)





21

第3章 補関数に基づく双方向化

本章では，補関数に基づく双方向化 [BS81,Heg90,Heg04,CP84,LLSV01,LV03]について

述べる．後述する我々のプログラムの双方向化手法は，補関数に基づく双方向化手法に基

づく．

補関数に基づく双方向化は「副作用のない」双方向変換を構成する．たとえば，第 1章に

おいては，研究室のメンバーリスト

s =


<members>

<student>Matsuda</student>

<professor>Hu</professor>

<professor>Takeichi</professor>

</members>


から順方向変換 students により学生を抽出し，以下の学生のみのリストを構築していた．

students(s) =

<members>

<student>Matsuda</student>

</members>


変換元のデータには，変換先のデータの構築に関係のない「情報」が含まれる．たとえば，

students により以下のどちらのメンバーリストから学生を抽出しても，上のリストを得る．

<members>

<professor>Hu</professor>

<student>Matsuda</student>

<professor>Takeichi</professor>

</members>

<members>

<student>Matsuda</student>

<professor>Hu</professor>

</members>

よって，これらのデータ間の「違い」は，studentsの変換結果には関係がない．双方向変換

を用いることで，研究室のメンバーリストから学生を抽出するだけではなく，抽出された学

生のリストを更新することにより研究室のメンバーリストを更新することができる．更新

の反映において，副作用のないこと，つまり，studentsの変換結果に関係のない「情報」が

更新の反映によって変更されないことが望ましい．順方向変換 students に対する補関数は，

students の変換結果に関係のない「情報」を包含する．たとえば，ある students に対する
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補関数は，sに対し以下を返す．

<members>

<professor>Hu</professor>

<professor>Takeichi</professor>

</members>

上で は，直観的には，変換 students によって抽出された

学生 <student>Matsuda</student>に対する更新が書き戻される場所を表現している．補

関数は students の変換結果に関係ない「情報」を抽出しているため，補関数値を不変にす

ることで，学生のみからなるリスト上の更新を副作用なく，元のメンバーリスト上に反映す

ることができる．

本章では，まず双方向変換を定義し，我々が議論の対象とする「振る舞いのよい」双方向

変換について定義する．その後，補関数に基づく双方向化 [BS81]について述べ，補関数に

基づく双方向化が振る舞いのよい双方向変換を定めるのに必要十分であること [BS81]，つ

まり，「振る舞いのよい」双方向変換と「副作用のない」双方向変換は等価であることを述

べる．

3.1 双方向変換

大雑把に言えば，双方向変換は，ソースと呼ばれるデータをビューと呼ばれるデータへ変

換する順方向変換とビューの上でなされた更新をソースへと反映する逆方向変換の二つの変

換の組である．

双方向変換の形式的な定義を述べる前に，まず，更新について定める．

定義 3.1 (更新). 集合 X 上の更新とは，更新前の値 x1 ∈ X と更新後の値 x2 ∈ X の組

(x1, x2) ∈ X × X である．

すなわち，我々は任意の値から任意の値への更新を考える．更新を通常の組と区別するた

めに，更新 (x1, x2)を x1 ½ x2と書く．

定義より，集合X の上の更新の集合は，以下の性質を持つ．

• 全ての x ∈ X に対し，恒等更新 x ½ xが存在する．

• 全ての x1, x2, x3 ∈ X に対し，更新 x1 ½ x2と x2 ½ x3の結合 x1 ½ x3が存在する．

• 全ての更新x1 ½ x2は更新x2 ½ x1により取り消すことができる．すなわち，x1 ½ x2

と x2 ½ x1との結合が恒等更新 x1 ½ x1になる．
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3.1.1 定義

次に，双方向変換の厳密な定義を述べる．まず，双方向変換を構成する二つの変換の一方

である順方向変換について定める．

定義 3.2 (順方向変換). ソース S からビュー V への順方向変換は，S から V への（全域）

関数である．

たとえば，以下の関数 add :: N×N → N は自然数の組から自然数への順方向変換である．

add(x, y) = x + y

特に断わらない限り，我々は順方向変換として全域関数のみを考える．

次に，双方向変換を構成するもう一方の変換である逆方向変換について定める．

定義 3.3 (逆方向変換). 順方向変換 f :: S → V に対する逆方向変換 ρは，以下を満たす関

数 ρ :: S × V → Sである．

∀s ∈ S,∀v ∈ V. ρ(s, v)↓ ⇒ f(ρ(s, v)) = v

逆方向変換 ρ :: S × V → Sは，更新前のソースと更新後のビューとを引数に取り，更新

反映後のソースを返す．たとえば，以下の関数 addB :: (N×N)×N → N×Nは，前述の関
数 add :: N × N → Nに対する逆方向変換の一つである．

addB((s1, s2), v) = (s1, v − s1) if v ≥ s1

逆方向変換addBは，ビューに対する更新をソースの第二要素を変更することにより反映する．

たとえば，add(3, 7) = 10であるが，ビュー上で 10を 6に変更すると addB((3, 7), 6) = (3, 3)

となり，ソースの第二要素が 7から 3へと変更される．ここで，更新後のソースのビューが，

add(3, 3) = 6と更新後のビューと等しくなっていることに注意する．

順方向変換 f に対する逆方向変換 ρは，更新 f(s) ½ vを更新 s ½ ρ(s, v)へと更新する．

ただし，ここで更新が反映されたソース ρ(s, v)に順方向変換を適用したもの f(ρ(s, v))は，

更新後のビュー vと等しくなければならない．別の言い方をすると，ソース s ∈ S とその

ビュー f(s) ∈ V に対し，uを更新 f(s) ½ vとおき u′を更新 uの翻訳結果 s ½ ρ(s, v)とお

くと，以下の図式が可換となる．

V
u // V

S
u′

//

f

OO

S

f

OO

一般には，逆方向変換は部分関数である．つまり，逆方向変換が反映できない更新が存在

する．順方向変換 f に対する逆方向変換 ρについて，ρ(s, v)↓である場合，逆方向変換 ρは
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更新 f(s) ½ vをソースへと反映できる．対し，ρ(s, v) = ⊥である場合，逆方向変換 ρは

ビュー上の更新 f(s) ½ vをソースへ反映することを許可しない．たとえば，前述の add に

対する逆方向変換 addBについて，もし，ソースが元々(3, 7)であった場合，ビューにおける

add(3, 7) = 10から 2への更新は許可されない．これは，addB((3, 7), 2) = ⊥であるためで
ある．また，一般には，ある順方向変換に対する逆方向変換は一意に定まるわけではない．

そして，どの逆方向変換を選ぶかによって，双方向変換がどのように振る舞うかが決まる．

たとえば，以下の関数 ρも前述の順方向変換 add の逆方向変換である．

ρ((s1, s2), v) = (s1, s2) if add(s1, s2) = v

この逆方向変換は，恒等更新以外ソースへと反映することができない．すなわち，この逆方

向変換を用いても，ビュー上の変更を通してソースを変更することはできない．

3.1.2 振る舞いのよい双方向変換

前述の通り，順方向変換に対する逆方向変換は複数存在する．そこで，順方向変換に対す

る逆方向変換は，振る舞いのよい，つまり更新反映を通してソースとビューの間の何らかの

整合性を保つことが望まれる．我々は，この「振る舞いのよさ」の記述として，文献 [BS81]

で議論された保守的な双方向性の定義を用いる．

双方向性の厳密な定義の前に，我々は簡潔に双方向性について述べる．我々の要求する双

方向性は，それぞれ以下に述べる三つの双方向変換に対する要求に対応する．

一つ目の要求は，もしビューが更新されることがなければ，逆方向変換はソースを更新して

はならないということである．この要求を説明するために，以下の順方向変換 fst :: N×N → N
を考える．

fst(x, y) = x

すなわち，順方向変換 fst は組の第一要素を返す．以下の関数 ρ1は，fst の逆方向変換の一

つである．

ρ1((x, y), v) = (v, 1)

逆方向変換 ρ1は，あまり望ましいものではない．なぜならば，以下のように，逆方向変換

ρ1はビューに全く更新がない場合においても，ソースを変更する場合があるためである．

ρ1((2, 3), fst(2, 3)) = ρ1((2, 3), 2) = (2, 1) 6= (2, 3)

逆方向変換 ρ1のこの振る舞いは双方向変換ユーザの直感に反する．

二つ目の要求は，ある値の更新の反映結果は，それまでの更新反映の履歴に依存してはな

らないということである．この要求を説明するため，以下の順方向変換 f :: {a, b, c, d} →
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{x, y, z}と f に対する逆方向変換 ρ3を考える．

f(x) =


x if x = a

y if x = b

z otherwise

ρ2(a, y) = b

ρ2(a, z) = d

ρ2(b, z) = c

ここでビュー上の更新 x ½ zと，更新 x ½ yと更新 y ½ zとの結合を考える．この二つの

更新は，ビュー上においては同じ意味を持つ．しかし，もし更新の結合の反映時に一つの更

新毎に反映を行ったとすると，以下のようにそれぞれのビュー上の更新は異なった結果を生

じる．

ρ2(a, z) = d 6= ρ2(ρ2(a, y), z) = ρ2(b, z) = c

このような ρ2の下では，たとえばもし更新がプログラムなどで記述された場合に，ビュー

上で同じ意味を持つ更新プログラムが，ソースの上で異なる意味を持つ更新プログラムにな

りうる．これは，それぞれの更新の記述や取り扱われ方によってそれぞれの更新の反映結果

が変わりうるためである．逆に，二つ目の要求が満たされた場合，ビュー上で等しい意味を

持つ更新は，記述によらず同じ意味を持つソース上の更新へと翻訳される [GPZ88]．さら

には，我々はある一つの更新を細かな更新の結合に分離して考えることができる．ここで，

たとえば個々の小さな更新の反映が効率的に実装されていた場合に，大きな更新の反映も効

率的に行うことができる．また，ソースを考えることなく，ビュー上のそれぞれの小さな更

新を自由にスケージュリングすることもできる [GPZ88]．

三つ目の要求は，双方向変換のユーザは望まぬタイミングで逆方向変換を実行してしまう

ことがあるため，ソースにアクセスすることなくその望まぬ逆方向変換の実行を取り消すこ

とができるようにするということである．なお，一つ目と二つ目の要求は満たされているが

三つめの要求が満たされていない場合，あるビュー v1から別のビュー v2への更新は反映で

きるにもかかわらず，ビュー v2から v1への更新は反映できない場合がある．また，この要

求は，ユーザがビューに現れえないソースの情報を更新することを禁止する．

定義 3.4 (双方向性，振る舞いのよさ). 順方向変換 f :: S → V とその逆方向変換ρ :: S×V →
S を考える．順方向変換 f に対し，ρの振る舞いがよいとは，f と ρが，任意の s ∈ S と

v, v′ ∈ V に対し，以下の三つの双方向性を全て満たすことである．

許容性: ρ(s, f(s)) = s

合成可能性: ρ(s, v)↓ ∧ ρ(ρ(s, v), v′)↓ ⇒ ρ(ρ(s, v), v′) = ρ(s, v′)

可逆性: ρ(s, v)↓ ⇒ ρ(ρ(s, v), f(s)) = s
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三つの双方向性は，それぞれ許容性，合成可能性，可逆性に対応する．許容性は，もし

ビューに変更がなければ逆方向変換はソースを変更することがないことを表す．合成可能性

は，更新の翻訳がそれまでの翻訳の履歴によらないことを表す．可逆性は，全ての翻訳され

た更新はある翻訳された更新により取り消すことができることを表す．

振る舞いのよい逆方向変換は，更新の上の代数構造を保存する．更新の結合を ◦で書く
と，集合 X 上の更新は亜群（groupoid）(X × X, ◦, −1) を成す．ただし，演算 ◦ は更新
の結合 x1 ½ x2 ◦ x2 ½ x3 = x1 ½ x3 を表し，演算 −1 は更新の取り消しを行う更新

(x1 ½ x2)−1 = x2 ½ x1を表す．順方向変換 f に対し振る舞いのよい逆方向変換 ρの定め

る翻訳は，ビュー上の更新の亜群 (V × V, ◦, −1)をソース上の更新の亜群 (S × S, ◦, −1)に

移す準同型写像である．任意のビュー v = f(s) ∈ V に対し，v ½ vは s ½ sに移ることが

許容性により保証される（単位元の保存）．また，任意のビュー v = f(s), v′, v′′ ∈ V に対し，

ρがビュー上の更新 f(s) ½ v′と v′ ½ v′′をそれぞれソース上の更新 s ½ s′と s′ ½ s′′に

移す場合には，ビュー上の更新の結合 f(s) ½ v′′ = f(s) ½ v′ ◦ v′ ½ v′′をソース上の更新

の結合 s ½ s′′ = s ½ s′ ◦ s′ ½ s′′に移すことが合成可能性により保証される（二項間の演

算の保存），さらに，任意のビュー v = f(s), v′ ∈ V に対し，ρがビュー上の更新 f(s) ½ v

をソース上の更新 s ½ s′に移す場合，ビュー上の更新 (f(s) ½ v)−1 = v ½ f(s)をソース

上の更新 (s ½ s′)−1 = s′ ½ sに移すことが可逆性により保証される（逆元の保存）．

定義 3.4の定める双方向性は保守的なものである．そのため，逆方向変換の中には，動作が

直観的であるものの双方向性を満たさないものがある．Gottlobらは，許容性，合成可能性

を満たすものの可逆性を満たさない双方向変換について議論した [GPZ88,GPZ86]．Keller

は自然な逆方向変換でありながら，合成可能性や可逆性を満たさないものがあることを指摘

した [Kel87]．多くのビュー更新の枠組み [DB82,Mas84,Lan90,BDH04,WR04]も許容性や

合成可能性を満たさない．

3.2 補関数に基づく双方向化

双方向化とは，順方向変換から振る舞いのよい逆方向変換を適切に与える手法である．本

節では，Bancilhonと Spyratosによる，補関数に基づく双方向化について述べる [BS81]．

大雑把に言えば，補関数に基づく双方向化は「副作用のない」更新反映を定式化したもの

である．ここで「副作用がない」とは，逆方向変換が，ソース内におけるビューの構築に関

係のない部分を変更しないことである．この，ソース内におけるビューの構築に関係のない

部分を表現したものが補関数である．もし，逆方向変換を，補関数の返り値を不変にするよ

うに定めたのならば，我々は「副作用のない」逆方向変換を実現することができる．
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3.2.1 補関数

定義 3.5 (補関数). 関数 f :: X → Y に対し，関数 g :: X → Z が補関数であるとは，f と g

を組にした関数 〈f, g〉 :: X → Y × Z が単射であることである．

補関数と順方向変換と組にして単射になることにより，ビューの構築に関係のない部分の

情報を補関数が含むことが保証されている．

直観的には，関数 f に対する補関数 gは，関数 f による変換を通して失われたソースの

情報を全て保持する．たとえば，前述の順方向変換 add に対し，変換結果 add(x, y) = 1か

らは変換前のソース (x, y)が (0, 1)であったのか (1, 0)であったのかを知ることができない．

関数 f の補関数は，この (0, 1)と (1, 0)のような，f によって同じ値になるソースを区別す

る．形式的には以下が言える．

定理 3.1 ([BS81]). 関数 g :: X → Z が関数 f :: X → Y の補関数であるとき，またそのと

きに限り以下が成り立つ．

∀x, y ∈ X. x 6= y ∧ f(x) = f(y) ⇒ g(x) 6= g(y)

3.2.2 補関数値不変に基づく逆方向変換

もし，順方向変換 f が単射関数であるならば，逆方向変換は f の逆関数 f−1 を用いて

ρ( , v) = f−1(v)で定まる．この逆関数により定まる逆方向変換は振る舞いがよい．しかし，

一般には，順方向変換は単射ではない．順方向変換f :: S → V に対する補関数 g :: S → V ′を

用いることで，単射関数 〈f, g〉を構成できる．ここで，ソースs ∈ Sとそのビューv = f(s) ∈ V

に対し，更新 u = f(s) ½ v′の翻訳 u′を，補関数値を不変にするように，以下の可換図式

により定められる．

V
u // V

S
u′

//

f

OO

S

f

OO

⇐⇒
V × V ′ u×id // V × V ′

〈f,g〉−1

²²
S

〈f,g〉
OO

u′
// S

〈f,g〉
OO

形式的には，我々は以下のように補関数値不変の逆方向変換を定める．

定義 3.6 (補関数値不変の逆方向変換). 順方向変換 f とその補関数 gについて，補関数値不

変の逆方向変換 reflectf,g を以下で定める．

reflectf,g(s, v) = 〈f, g〉−1(v, g(s)) (RFL)
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順方向変換 f とその補関数 gに対し，関数 reflectf,gは確かに逆方向変換になっている．任

意のソース s ∈ S とビュー v ∈ V に対し，もし reflectf,g(s, v)↓ ならば以下が成り立つこと
が確認できる．

〈f, g〉(reflectf,g(s, v)) = 〈f, g〉(〈f, g〉−1)(v, g(s)) = (v, g(s))

これは上の可換図式に対応する．また，上の等式は同時に，reflectf,gが確かに補関数値不変

であることを意味する．

定理 3.2 ([BS81]). 順方向変換 f :: S → V とその補関数 g :: S → V ′に対し，補関数値不変

の逆方向変換 reflectf,g は更新の反映を通して補関数値を変更することがない．すなわち

∀s ∈ S, v ∈ V. reflectf,g(s, v)↓ ⇒ g(reflectf,g(s, v)) = g(s)

である．

また，逆関数を用いて定められているため，補関数値不変の逆方向変換は振る舞いがよい．

定理 3.3 ([BS81]). 順方向変換 f :: S → V とその補関数 g :: S → V ′に対し，補関数値不変

の逆方向変換は振る舞いがよい．

証明. 三つの双方向性（許容性，可逆性，合成可能性）をそれぞれ証明する．

許容性 以下より，許容性が成り立つ．

reflectf,g(s, f(s)) = 〈f, g〉−1(f(s), g(s)) = 〈f, g〉−1(〈f, g〉(s)) = s

可逆性 今，ソース s, s′とビュー vに対し，reflectf,g(s, v) = s′ 6= ⊥であったとする．この
とき，以下が成り立つ．

reflectf,g(s′, f(s)) = { 定義 }

〈f, g〉−1(f(s), g(s′))

= { 定理 3.2より reflectf,g(s, v) = s′ ⇒ g(s′) = g(s) }

〈f, g〉−1(f(s), g(s))

= 〈f, g〉−1(〈f, g〉(s))

= s

これにより，可逆性が示された．
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合成可能性 今，ソース s, s′ とビュー v, v′ について，reflectf,g(s, v) = s′ 6= ⊥ であり
reflectf,g(s′, v′)↓であったとする．このとき，以下が成り立つ．

reflectf,g(s, v′) = { 定義 }

〈f, g〉−1(v′, g(s))

= { 定理 3.2より reflectf,g(s, v) = s′ ⇒ g(s) = g(s′) }

〈f, g〉−1(v′, g(s′))

= reflectf,g(s′, v′) = reflectf,g(reflectf,g(s, v), v′)

これにより合成可能性が示された．

補関数に基づく双方向化において，補関数の返り値にそのものはあまり重要ではなく，補

関数がどの値とどの値を同じ値に移すのか，すなわち，補関数の定める同値関係が重要で

ある．

定義 3.7 (関数値を法とした同値関係). 関数 f に対し, 関数 f の値を法とした同値関係 ≡f

を以下で定める．

x ≡f y ⇔ f(x) = f(y)

定理 3.4 ([BS81]). 関数 gと hはともに関数 f の補関数であるとする．このとき，

(≡g) = (≡h) ⇔ reflectf,g = reflectf,h

が成り立つ．

定理 3.4を示すために，以下の補題を用いる．

補題 3.1. 関数 f とその補関数 gについて，

∀s, s′ ∈ S. s ≡g s′ ⇔ reflectf,g(s, f(s′)) = s′

が成り立つ．

証明. まず左から右⇒を示し，次に右から左⇐を示す.

(⇒) 今，ソース s, s′ ∈ S に対し，s ≡g s′であるとする．すなわち，g(s) = g(s′)である.

このとき，

reflectf,g(s, f(s′)) = 〈f, g〉−1(f(s′), g(s)) = 〈f, g〉−1(f(s′), g(s′)) = s′

となる．
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(⇐) 定理 3.2より，

reflectf,g(s, f(s′)) = s′ ⇒ g(s) = g(s′) ⇔ s ≡g s′

となる．

補題 3.1から，定理 3.4は明らかである．

また，補関数定義は以下のように同値関係を用いて書き直すこともできる．

定理 3.5 ([BS81]). 関数 g : X → Z が関数 f : X → Y の補関数であるとき，またそのとき

に限り以下が成り立つ．

(≡f ) ∩ (≡g) = (≡id)

証明. 式 (≡f ) ∩ (≡g) = (≡id)は以下のように書き換えられる．

f(x) = f(y) ∧ g(x) = g(y) ⇒ x = y

これは式 x 6= y ∧ f(x) = f(y) ⇒ g(x) 6= g(y)と等価である．定理 3.1 から，x 6= y ∧ f(x) =

f(y) ⇒ g(x) 6= g(y)であることと，gが f の補関数であることとは等価である．

前述の通り，補関数値不変の逆方向変換は振る舞いがよい．逆に，振る舞いのよい逆方向

変換に対し，順方向変換は，それと等価な逆方向変換を定める補関数を持つ．

定理 3.6 ([BS81]). 順方向変換 f : S → V とその振る舞いのよい逆方向変換 ρ : S × V → S

に対し，ρ = reflectf,g となる f の補関数 gが存在する．

証明. 関係∼を以下で定める．

x ∼ y ⇔ ρ(x, f(y)) = y 6= ⊥.

我々はまず，∼が同値関係であることを示す．

反射率

許容性⇔ ∀x ∈ S. ρ(x, f(x)) = x ⇔ ∀x ∈ S. x ∼ x

対称律

可逆性 ⇔ ∀x ∈ S, v ∈ V. ρ(x, v)↓ ⇒ ρ(ρ(x, v), f(x)) = x

⇔ ∀x, y ∈ S, v ∈ V. ρ(x, v) = y 6= ⊥ ⇒ ρ(y, f(x)) = x

⇔ { ρは f の逆方向変換 }

∀x, y ∈ S. ρ(x, f(y)) = y 6= ⊥ ⇒ ρ(y, f(x)) = x

⇔ ∀x, y ∈ S. x ∼ y ⇒ y ∼ x



3.2 補関数に基づく双方向化 31

推移律

合成可能性

⇔ ∀x ∈ S, v, v′ ∈ V. ρ(x, v)↓ ∧ ρ(ρ(x, v), v′)↓ ⇒ ρ(ρ(x, v), v′) = ρ(x, v′)

⇔ ∀x, y, z ∈ S, v, v′ ∈ V. ρ(x, v) = y 6= ⊥ ∧ ρ(y, v′) = z 6= ⊥ ⇒ ρ(x, v′) = z

⇔ { ρは f の逆方向変換 }

∀x, y, z ∈ S. ρ(x, f(y)) = y 6= ⊥ ∧ ρ(y, f(z)) = z 6= ⊥ ⇒ ρ(x, f(z)) = z

⇔ ∀x, y, z ∈ S. x ∼ y ∧ y ∼ z ⇒ x ∼ z

ここで，関数 gを以下で定める．

g(s) = [s]∼

ただし，ここで [x]∼は xの関係∼による同値類を表す．次に我々は gが f の補関数である

こと示し, その後 ρ = reflectf,g を示す.

第一に，我々は gが f の補関数であること，すなわち，

f(x) = f(y) ∧ g(x) = g(y) ⇒ x = y

を示す．今，ソース x, y ∈ S が，f(x) = f(y) ∧ g(x) = g(y) 満たしているとする．こ

こで，g(x) = g(y)であるため，ρ(x, f(y)) = y が成り立つ．また，f(x) = f(y)ゆえに，

ρ(x, f(x)) = yも成り立つ．許容性より ρ(x, f(x)) = xである．よって，x = yが成り立つ.

第二に，我々は以下を示す．

∀x, y ∈ S .ρ(x, f(y)) = y ⇔ reflectf,g(x, f(y)) = y.

これは，任意のソース x, y ∈ Sについて ρ(x, f(y)) = y ⇔ g(x) = g(y)が成り立つため，補

題 3.1より簡単に示される．

別証. 定理 3.6の別の証明を示す．以下の高階関数 h : S → (V → V )を考える．

h(x) = h′ ただし h′(v) = ρ(x, v)

定理 3.6を，関数 hが f の補関数であることと ρ = reflectf,hであることを示すことにより，
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示す．以下が成り立つため，証明の本筋は上の証明と同じである．

h(x) = h(y) ⇔ ∀z ∈ S, v ∈ V. ρ(x, v) = z ⇔ ρ(y, v) = z

⇔ { ρは f の逆方向変換 }

∀z ∈ S. ρ(x, f(z)) = z ⇔ ρ(y, f(z)) = z

⇔ { ∼を a ∼ b ⇔ ρ(a, f(b)) = bにより定める }

∀z ∈ S. x ∼ z ⇔ y ∼ z

⇔ { ∼は同値関係 }

x ∼ y

⇔ { gを g(x) = [x]∼により定める }

g(x) = g(y)

この証明は，もし ρが計算可能ならば，f は ρと等価な逆方向変換を定める計算可能な補

関数を持つことも示している．

3.2.3 補関数の優劣

一般に，関数 f に対する補関数は唯一ではない．たとえば，以下の四つの関数は，どれも

自然数同士を加算する add :: (N × N) → Nの補関数である．

fst(x, y) = x

snd(x, y) = y

sub(x, y) = x − y

id(x, y) = (x, y)

これらに対し，補関数の値を不変にする逆方向変換は，それぞれ以下となる．

reflectadd ,fst((s1, ), v) = (s1, v − s1) if v ≥ s1

reflectadd ,snd (( , s2), v) = (v − s2, s2) if v ≥ s2

reflectadd ,sub((s1, s2), v) =
(

v+(s1−s2)
2 , v−(s1−s2)

2

)
if v ≥ s1 − s2 ∧ v = add(s1, s2) mod 2

reflectadd ,idpair
((s1, s2), v) = (s1, s2) if v = add(s1, s2)

これらの逆方向変換の定義域はそれぞれ異なる．逆方向変換 reflectadd ,fst は reflectadd ,id より

定義域が広く，共通の定義域についての返り値は等しい．これは，直観的には，fstが持ち運

ぶ情報は全て id が持ち運んでいるためである．補関数の値を不変にする逆方向変換を通し

て，補関数が持ち運ぶ情報を変更することはできないことに注意する．また，reflectadd ,snd

と reflectadd ,id，reflectadd ,sub と reflectadd ,id についても同様のことが言える．これに対し，

reflectadd ,fst と reflectadd ,snd と reflectadd ,sub は互いに定義域が包含関係になく，また共通の

定義域においても返り値が常には一致しない．これは，fst，snd，subそれぞれの持ち運ぶ
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情報は，それぞれ組の第一要素，組の第二要素，組の差分というように異なり，比較できな

いためである．まとめると，より情報を持ち運んでいない補関数がより広い範囲で定義され

た逆方向変換を定めるため望ましいが，補関数の持ち運ぶ情報は比較できない場合がある．

Bancilhonと Spyratosは，この「持ち運ぶ情報」の大小を表現するのために以下の擬順序を

導入した [BS81]．

定義 3.8 (縮約順序). 定義域の同じ二つの関数 f :: S → V と g :: S → V ′について，縮約

順序 f - gを

f - g ⇔ (≡g) ⊆ (≡f )

と定める．

この順序について以下が言える．

定理 3.7 ([BS81]). 順方向変換f :: S → V に対する二つの補関数g1 :: S → V1とg2 :: S → V2

について，

g1 - g2 ⇔ reflectf,g2 v reflectf,g1

となる．

証明. 以下を証明することにより示す．

∀x, y ∈ S. reflectf,g2(x, f(y)) = y ⇒ reflectf,g1(x, f(y)) = y

今，ソース x ∈ S と y ∈ S が，reflectf,g2(x, f(y)) = y を満たすとする. 補題 3.1より

x ≡g2 yが成り立つ．ここで，g1 - g2より (≡g2) ⊆ (≡g1)が成り立つため x ≡g1 yが得られ

る．補題 3.1より， x ≡g1 yから reflectf,g1(x, f(y)) = yとなる.

定理 3.7は，定理 3.4の一般化になっている．

つまり，縮約順序についてより小さい補関数を用いることで，より更新可能性の高い双方

向変換が得られる．そのため，より小さい補関数が望ましい．たとえば，fst - id であるた

め，reflectadd ,id v reflectadd ,fst となっている．また，fst 6- snd かつ snd 6- fst であるため，

reflectadd ,fst 6v reflectadd ,snd かつ reflectadd ,snd 6v reflectadd ,fst である．

3.3 プログラムの双方向化のために

これまでの議論から，順方向変換 f に対し，以下の二ステップにより，f の振る舞いのよ

い逆方向変換を得ることができる．

1. f の補関数 gを導出する

2. 〈f, g〉−1の計算
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また，より小さい補関数が，より多くの更新を反映できる逆方向変換を定めるため，望まし

い．上記二ステップについて，関連データベース上の問い合わせについていくつかの議論が

ある [LLSV01,LV03]ことを除けば，実際のプログラムに対しそれぞれのステップどのよう

に行えばよいかはまだ明らかではなかった．
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第 1章で述べた通り，本論文では木構造データ上の双方向変換の構成を議論する．本章で

は，木構造データについて述べる．木構造データとして，木と生垣について述べる．また，

木および生垣の集合の記述である，正規木文法と正規生垣文法 [CDG+97]について述べる．

4.1 木と生垣

本論文では二種類の木構造データについて議論する．図 4.1に木と生垣の例を示す．簡単

に言えば，木とは，

Cons(S(Z()),Cons(S(S(Z())), Nil()))

のように節点ごとに子の数の定まった木構造であり，生垣は

<members>

<student>Matsuda</student>

<professor>Hu</professor>

<professor>Takeichi</professor>

</members>

や
<members>

<student>Matsuda</student>

</members>

のように節点における子の数が任意の木構造である．

Cons
ttt OO

S Cons
oooo LL

Z S Nil

S

Z

(a) 木

<members>

jjjjjjjj
TTTTTTT
TTTTTTT

YYYYYYYYYYYYYYYYYY

<student> <professor> <professor> . . .

Matsuda Hu Takeichi

(b) 生垣

図 4.1. 木と生垣
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4.1.1 木

木は，引数の数が定まった（ranked）構成子により構成される．たとえば，ペアノ算術に

おける 0を零引数構成子 Zでそして後者関数+1を一引数構成子 Sで表現すると，自然数 3

は以下の木で表される．

S(S(S(Z)))

また，リストの先頭への追加を表現する二引数構成子 Consとリスト終端を表す一引数構成

子 Nilを用いることで，以下のように自然数のリストを木で表すことができる．

Cons(S(Z()), Cons(S(S(Z())), Nil()))

上の自然数のリストは，Haskellの記法でいう [1, 2]である．

形式的には，構成子の集合Σから成る木の集合 TΣは，以下の規則により帰納的に定義さ

れる．

• 零引数構成子 σ ∈ Σについて，σ() ∈ TΣである．

• n引数構成子 σ ∈ Σについて（n > 0），木 t1, . . . , tn ∈ TΣに対し，σ(t1, . . . , tn) ∈ TΣ

である．

簡便のため，零引数構成 σからなる木 σ()を単に σと書く．また，ConsとNilで構成される

リストは今後の変換記述の例で頻出するため，Haskellの記法 [Bir98]に倣い，Cons(a, x)を

a : xと書く，Nilを [ ]と書く．たとえば，上記自然数のリストは，この記法により以下のよ

うに書ける．

S(Z) : S(S(Z)) : [ ]

また，さらに Haskellに倣い，リスト a : b : c : [ ]を [a, b, c]と書く．これにより，上の自然

数のリストは，以下のように書ける．

[S(Z), S(S(Z))]

文脈Cはホール21, . . . , 2nを含む木である．文脈Cについて，それぞれのホール21, . . . , 2n

を木 t1, . . . , tnで置き換えて得られる木を C[t1, . . . , tn]と書く．

4.1.2 生垣

生垣（hedge）もしくは森（forest）は，XML要素列の表現する．生垣は，木と異なり，引

数の数が定まっていない（unranked）構成子により構成される．たとえば，次のXML要素
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において <members>は二つの子を持つ．

<members>

<student>Matsuda</student>

<professor>Hu</professor>

<professor>Takeichi</professor>

</members>

対し，以下のXML要素では <members>は一つの子しか持たない．

<members>

<student>Matsuda</student>

</members>

形式的には，構成子の集合 Σの上の生垣の集合HΣは，以下の規則により帰納的に定義

される．

• 空列 εは，ε ∈ HΣである．

• 構成子 σ ∈ Σおよび生垣 h ∈ HΣについて，σ(h) ∈ HΣである．

• 生垣 h1, . . . , hn ∈ HΣについて，h1 ¦ . . . ¦ hn ∈ HΣである．

ここで，演算子 ¦は生垣同士の連接を表現する．連接演算子 ¦は結合的であり，εがその単位

元である．すなわち，生垣 h1, h2, h3, h ∈ HΣについて

h1 ¦ (h2 ¦ h3) = (h1 ¦ h2) ¦ h3 h ¦ ε = ε ¦ h = h

となる．簡便のため，¦を省略し，h1 ¦ h2を h1h2と書く場合がある．また，生垣 σ(ε)を単

に σと書く場合がある．本論文では，引数の数が定まっていない構成子をラベルと呼ぶ場合

がある．

生垣 hの長さ |h|を以下により定義する．

|ε| = 0
|σ( ) ¦ h| = 1 + |h|

生垣上の文脈も，木と同様にして定義される．文脈 Cは，ホール 21, . . . , 2nを含む生垣

である．文脈 C について，それぞれのホール 21, . . . , 2nを生垣 h1, . . . , hnで置き換えて得

られる生垣を C[h1, . . . , hn]と書く．

4.2 正規木文法と正規生垣文法

正規木文法（Regular Tree Grammar）と正規生垣文法（Regular Hedge Grammar）は，

それぞれ木の集合と生垣の集合を記述する [CDG+97]．正規木文法と正規生垣文法について

は，論理演算に対して閉じているなど，様々なよい性質が知られている [CDG+97]．
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4.2.1 正規木文法

本論文において，正規木文法は以下により定められる．

定義 4.1 (正規木文法). 正規木文法Gは三つ組G = (Σ, N,R)である．ここで，Σ，N，R

は以下の通りである．

• Σは引数の数が定まった構成子の有限集合．

• N は非終端記号の有限集合．

• Rは生成規則の有限集合であり，それぞれ生成規則は以下のいずれかの形式をしている．

– A → B

– A → σ(A1, . . . , An)

ここで， σ ∈ Σは n引数構成子でありA,A1, . . . , An, B ∈ N である．

通常の正規木文法の定義 [CDG+97]とは異なり，上記定義は開始記号を含まないことに

注意する．

我々は，次に非終端記号の意味を定める．

定義 4.2 (生成関係). 正規木文法G = (Σ, N,R)について，生成関係 →Gを

C[A] →G C[σ(A1, . . . , An)] ⇔ A → σ(A1, . . . , An) ∈ R.

で定める．

関係→Gの反射的推移的閉包
∗→Gで書く．特に混乱のない場合には，Gを省略し，→Gと

∗→Gをそれぞれ→および ∗→と書く．

定義 4.3 (言語，非終端記号の意味). 正規木文法G = (Σ, N,R)について,非終端記号 A ∈ N

の言語 [[A]]Gを

[[A]]G = {t | A
∗→G t, t ∈ TΣ}.

で定める．

正規木文法によって定まる言語を正規木言語と呼ぶ [CDG+97]．

正規木文法において，A → Bの形の規則を単位規則（unit production）と呼ぶ．正規木

文法G = (Σ, N,R)は単位規則を持たない以下の性質を満たす文法 G′ = (Σ, N,R′)に変換

することができる．

∀A ∈ N. [[A]]G = [[A]]G′

本論文では特に明示しない限り，正規木文法は単位規則を持たないとする．
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例 4.1. Haskellの自然数のリストを表す型

data Nat = Z | S(Nat)
data List = Nil | Cons(Nat ,List)

は以下の正規木文法Gで表すことができる．

Nat → Z

Nat → S(Nat)
List → Nil

List → Cons(Nat ,List)

たとえば，Nat について，
Nat → Z

Nat → S(Nat) → S(Z)
Nat → S(S(Nat)) → S(S(Z))
. . .

となるため，Nat の言語 [[Nat ]]Gは以下となる．

[[Nat ]]G = {Z, S(Z), S(S(Z)), S(S(S(Z))), S(S(S(S(Z)))), . . .}

そのため，

List → Nil

List → Cons(Nat ,List) → Cons(Nat , Nil) → · · ·
List → Cons(Nat ,List) → Cons(Nat , Cons(Nat ,List)) → Cons(Nat , Cons(Nat , Nil)) → · · ·
. . .

となり，List の言語は [[List ]]Gは以下となる．

[[List ]]G = {[x1, x2, . . . , xn] | x1, x2, . . . , xn ∈ [[Nat ]]G, n ∈ Z}

すなわち，List の言語は，自然数のリストである．

例 4.2. 以下の正規木文法は上の正規木文法に，非空のリストを表現する非終端記号 List+

に関する生成規則を追加したものである．

Nat → Z

Nat → S(Nat)
List → Nil

List → Cons(Nat ,List)
List+ → Cons(Nat ,List)
List+ → Cons(Nat ,List+)

ここで，

List+ 6 ∗→ Nil

であるが

List+ → Cons(Nat ,List), List → Cons(Nat ,List+),

であるため，

[[List+]] = [[List ]] \ {Nil}

となる．



40 第 4章 正規木文法と正規生垣文法

文字列上の文法の場合と同じく，曖昧な文法と曖昧でない文法が存在する．

定義 4.4 (曖昧な文法). 正規木文法G = (Σ, N,R)が曖昧（ambiguous）であるとは以下を

満たすことである．

∃A, B ∈ N,A 6= B ∧ [[A]]G ∩ [[B]]G 6= ∅

例 4.1の正規木文法は曖昧ではないが，例 4.2の文法は曖昧である．なぜならば，例 4.2

において List+
∗→ Cons(Z, Nil) かつ List ∗→ Cons(Z, Nil)であるためである．曖昧ではない

正規木文法は，決定的な bottom-up木オートマトン [CDG+97]と等価な概念である．

また，[[A]]G = ∅となる非終端記号を含まない正規生垣文法Gを考えることで議論が簡単

になる場合がある．正規生垣文法Gについて [[A]]G 6= ∅となるAを生成的（generating）で

あるといい，全ての非終端記号が生成的である場合Gを既約（reduced）であるという．

4.2.2 正規生垣文法

正規木文法が木の集合を記述するのに対し，正規生垣文法は生垣の集合を記述する．正

規生垣文法は，XMLのスキーマのモデルであり，既存のスキーマ記述言語である DTD1，

XML Schema2 およびRelax NG3 の主要部分を記述することができる [MLMK05]．

定義 4.5 (正規生垣文法). 正規生垣文法Gは三つ組G = (Σ, N,R)である．ここで，Σ，N

およびRは以下の通りである．

• Σはラベル（引数の数が任意の構成子）の有限集合である．

• N は非終端記号の有限集合である．

• Rは生成規則の有限集合であり，各生成規則は以下のいずれか形式をしている．

– A → ε

– A → σ(A1) ¦ A2

– A → B

ここで， σ ∈ Σであり，A,A1, . . . , An, B ∈ N である．

上の正規生垣文法の定義は，Murataのもの [Mur99]と一見異なるが，表現力は同じで

ある．

我々は，次に非終端記号の意味を定める．

1http://www.w3.org/TR/REC-xml/#dt-doctype
2http://www.w3.org/XML/Schema
3http://relaxng.org/
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定義 4.6 (生成関係). 正規生垣文法G = (Σ, N,R)について，生成関係 →Gを

C[A] →G C[σ(A1)A2] ⇔ A → σ(A1)A2 ∈ R.

で定める．

関係→Gの反射的推移的閉包
∗→Gで書く．特に混乱のない場合には，→Gと

∗→Gを単に

→および ∗→と書く．

定義 4.7 (言語，非終端記号の意味). 正規生垣文法 G = (Σ, N,R)について, 非終端記号

A ∈ N の言語 [[A]]Gを

[[A]]G = {t | A
∗→G t, t ∈ HΣ}.

で定める．

正規生垣文法によって定まる言語を正規生垣言語と呼ぶ．

正規生垣文法において，A → Bの形の規則を単位規則と呼ぶ．正規生垣文法G = (Σ, N,R)

は単位規則を持たない以下の性質を満たす文法G′(Σ, N,R′)に変換することができる．

∀A ∈ N. [[A]]G = [[A]]G′

本論文では特に明示しない限り，正規生垣文法は単位規則を持たないとする．

また，正規生垣文法は生垣の二分木表現の上の正規木文法と等価である．これを簡潔に示

しておく．生垣から，二分木表現への変換を以下の関数 bin で与える．

bin(ε) = Tip

bin(σ(x) ¦ y) = Nodeσ(bin(x), bin(y))

関数 bin は単射関数である．このとき，以下の関数 binG により，正規生垣文法で等価な二

分木上の正規木文法へと変換できる．

binG(A → ε) = A → Tip

binG(A → σ(A1)A2) = A → Nodeσ(A1, A2)
binG(A → B) = A → B

後は，G′ = binG(G), bin(2i) = 2iとすると，

C[A] →G C[σ(A1)A2] ⇔ bin(C)[A] →G′ bin(C)[Nodeσ(A1, A2)]

であることから，正規生垣文法は生垣の二分木表現の上の正規木文法と等価であることが確

認できる．よって，正規生垣文法も，正規木文法の満たす様々なよい性質を満たす．
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4.2.3 性質

正規木文法と正規生垣文法は様々なよい性質を満たす [CDG+97]．このうち，我々が本論

文において利用する主な性質を以下に示す．

• 正規木文法は，積に対して閉じている．すなわち，正規木文法G1 = (Σ, N1, R1)と正

規木文法 G2 = (Σ, N2, R2)に対し，以下の性質を満たす正規木文法 G′ = (Σ, N ′, R′)

を構成できる．

任意のA1 ∈ N1とA2 ∈ N2に対し，A′ ∈ N ′が存在して，[[A1]]G1
∩[[A2]]G2

=

[[A′]]G′ となる．

• 正規木文法G = (Σ, N,R)のA ∈ N に対し，[[A]]G = ∅かどうかを判定できる．

• 正規木文法 G = (Σ, N,R)に対し，曖昧でない正規木文法 G′ = (Σ, N ′, R′)で，任意

の A ∈ N に対し，A′
1, . . . , A

′
n ∈ N ′が存在して，[[A]]G = [[A′

1]]G′ ∪ · · · ∪ [[A′
n]]G′ であ

るものを構成できる．

• 正規生垣言語 S1, S2 に対し，以下の条件を満たすかどうかを判定できる [BGM07,

BMS08]．

∃h1, h3 ∈ S1, h2, h4 ∈ S2. h1 ¦ h2 = h3 ¦ h4 ⇒ h1 = h3 ∧ h2 = h4 (H-Par)

集合 S1と S2が，S1 ∩S2 = ∅であるとき，S1と S2に重なりがないと言う．これまでの議

論から，S1とS2が正規木言語（正規生垣言語）であれば，S1とS2に重なりがあるかどうか

を判定可能である．生垣の集合 S1と S2が条件 (H-Par)を満たすとき，S1 ‖ S2と書き，満

たさないとき S1 ∦ S2と書く．また，S1 ‖ S2であるとき，水平方向に重なりがないと言う．

正規生垣文法 G1 における A1 の意味 [[A1]]G1
と，正規生垣文法 G2 における A2 の意味

[[A2]]G2
に水平方向に重なりがあるかどうかの判定アルゴリズムを示しておく．このアルゴ

リズムは条件 (H-Par)が次のように書けることを利用する．

∃h1, h2, h3 ∈ HΣ. (h1h2 ∈ S1 ∧ h3 ∈ S2) ∧ (h1 ∈ S1 ∧ h2h3 ∈ S2) ∧ |h2| ≥ 1

簡単には，以下に示す水平方向の重なり判定アルゴリズムは，T1 = [[A1]]G1
, T2 = [[A2]]G2

と

おくと，以下の処理を実行するものである．

1. T ′
1 = {x ¦ <#>1 ¦ y | x ¦ y ∈ T1}を求める．

2. T ′
2 = {x ¦ <#>2 ¦ y | x ¦ y ∈ T2}を求める．

3. T ′′
1 = {x ¦ <#>1 ¦ y | x ∈ T1, y ∈ T ′

2}を求める．

4. T ′′
2 = {x ¦ <#>2 ¦ y | x ∈ T ′

1, y ∈ T2}を求める．



4.2 正規木文法と正規生垣文法 43

5. T ′′
3 = {x ¦ <#>1 ¦ y ¦ <#>2 ¦ z | x, y, z ∈ HΣ, |y| ≥ 1}を求める．ただし，Σは T1に含ま

れるラベルと T2に含まれるラベルとの和集合である．

6. T ′′
1 ∩ T ′′

2 ∩ T ′′
3 が空かどうか調べる．

アルゴリズム 4.1 (水平方向の重なりの判定).

入力： 正規生垣文法 G1 = (Σ, N1, R1)と G2 = (Σ, N2, R2)，G1中の非終端記号 A1と G2

中の非終端記号A2

出力： [[A1]]G1
‖ [[A2]]G2

であるかどうか

手続き：

1. Σに含まれないラベル <#>1, <#>2を用意する．

2. N1とN2に含まれない非終端記号E,Any , X,X ′, Y, Y ′を用意する．

3. 以下の補助手続きを用意する．

insertGk(G) = (Σ ∪ {<#>k}, (N × {0, 1, 2, 3}) ∪ {E}, R′)
where

(Σ, N,R) = G

R′ = {(A, i) → σ((B, i + 1))(C, i) | A → σ(B)C ∈ R, i ∈ {0, 2}}
∪ {(A, i) → ε | A → ε ∈ R, i ∈ {1, 2, 3}}
∪ {(A, i) → σ((B, i))(C, i) | A → σ(B)C ∈ R, i ∈ {1, 3}}
∪ {(A, 0) → <#>k(E)(B, 2) | A,B ∈ N}
∪ {E → ε}

appendWithGk(G1, A0, G2) = (Σ ∪ {<#>k}, (N1 × {0, 1}) ∪ (N2 × {0, 1}) ∪ {E}, R′)
where

(Σ, N1, R1) = G1

(Σ, N2, R2) = G2

R′ = {(A, 0) → σ((B, 1))(C, 0) | A → σ(B)C ∈ (R1 ∪ R2)}
∪ {(A, 1) → σ((B, 1))(C, 1) | A → σ(B)C ∈ (R1 ∪ R2)}
∪ {(A, 0) → ε | A → ε ∈ R2}
∪ {(A, 0) → <#>k(E)(A0, 0) | A → ε ∈ R1}
∪ {E → ε}

4. G′
1 := insertG1(G1)．

5. G′
2 := insertG2(G2)．

6. G′′
1 := appendWithG1(G1, (A2, 0), G′

2)．

7. G′′
2 := appendWithG2(G′

1, A2, G2)．

8. 正規生垣文法G′′
3 = (Σ ∪ {<#>1, <#>2}, N ′′

3 , R′′
3) を以下により構成する．

• N ′′
3 = {Any , X, Y,X ′, Y ′, E}．
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• R′′
3 = {X → σ(Any)X | σ ∈ Σ}

∪ {X → <#>1(E)X ′} ∪ {X ′ → σ(Any)Y ′}
∪ {Y ′ → <#>2(E)Y }
∪ {Y ′ → σ(Any)Y ′ | σ ∈ Σ}
∪ {Y → σ(Any)Y | σ ∈ Σ} ∪ {Y → ε}
∪ {Any → σ(Any)Any | σ ∈ Σ} ∪ {Any → ε}．

9. [[(A, 0)]]G′′
1
∩ [[((A, 0), 0)]]G′′

2
∩ [[X]]G′′

3
= ∅かどうかを判定する．

上のアルゴリズムは文献 [Kru08]の正規文字列文法に対する水平方向の重なり判定を元に

している．
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第5章 プログラムの双方向化

本章では，木上の変換プログラムに対する双方向化手法を述べる．本章の内容の一部は，

文献 [MHN+07]として発表された．

5.1 概観

我々の提案する双方向化の詳細を述べる前に，提案する双方向化の概観を例を用いて説明

する．

図 5.1に提案する双方向化の流れを示す．我々の双方向化は，順方向変換を入力とし，そ

して逆方向変換と，ビュー上の更新の反映可能性検査器を出力する．

5.1.1 順方向変換

本章の双方向化が対象とする順方向変換は，affineで treeless [Wad90]な一階の関数型言

語により記述される．たとえば，二つのリストの連接を行う関数 append は，以下のように

affineで treelessな言語で記述できる．

append([], y) =̂ y

append(a : x, y) =̂ a : append(x, y)

関数 append にみるように，本章で議論する順方向変換記述言語では，Haskell [Bir98]など

の通常の関数型言語と同様に，左辺においてパターンマッチにより値を変数に束縛し，右辺

順方向変換プログラム

双方向化器

補関数の導出

組化

逆関数の導出

逆方向変換プログラム更新の反映可能性検査器

図 5.1. 双方向化の流れ
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において式を評価することにより束縛された値を元に値を構成する．言語の詳細な定義は，

5.2節で述べる．

5.1.2 双方向化

入力となる順方向変換プログラムに対し，我々は次の三ステップにより双方向化を行う．

• 補関数 [BS81]の導出

• 元の順方向変換と，導出した補関数の組化 [HITT97,Chi93]

• 逆関数の導出

第 3章で述べたように，順方向変換 f に対し，補関数 f cを与えることにより，逆方向変換

fB(s, v) = 〈f, f c〉−1(v, f c(s))を定めることができる．また，補関数は縮約順序（第 3章，定

義 3.8）において小さいものが，効果的な逆方向変換を導出する上で望ましい．

補関数の導出

提案手法は，順方向変換に対し，変換が単射になるのに十分な情報を補うことにより自動

的に補関数を導出する．また，その際において順方向変換の単射性を解析することにより，

より小さい補関数を求めることができる．補関数導出手法の詳細は 5.3において述べる．

たとえば，前述の関数 append に対し，補関数を導出する場合を考える．関数 append は，

append([1, 2], [3]) = [1, 2, 3]かつ append([1, 2, 3], [ ]) = [1, 2, 3]となるため単射ではない．関

数 append の補関数は，append により同じ値になる入力を区別する．提案手法は，評価中に

使用された規則に着目することにより，append の補関数 append cを導出する．

append c([], y) =̂ B1

append c(a : x, y) =̂ B2(appendc(x, y))

補関数 append c は構成子 B1 と B2 により，関数 append の評価中に使用された規則を憶え

る．直観的には，補関数 append cは第一引数のリストの長さを計算している．たとえば，以

下のように，append cの出力する B2の数は第一引数のリストの長さと同じである．

appendc([1, 2, 3], []) = B2(B2(B2︸ ︷︷ ︸
= length([1,2,3])

(B1)))

組化と逆関数導出

順方向変換 f に対する補関数 f cが求まった後，我々は第 3章の式 (RFL)に従い，f の逆

方向変換 fBを

fB(s, v) =̂ 〈f, f c〉−1(v, f c(s))
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と構成する．そのため，我々は 〈f, f c〉−1のプログラムを求める．関数 〈f, f c〉−1のプログラ

ムを求めるのに，我々はまず組化 [HITT97,Chi93]により 〈f, f c〉のプログラムを求め，そ
の後 〈f, f c〉−1のプログラムを求める．組化することにより，関数 〈f, f c〉−1の評価が行いや

すくする [GK05,Epp85]．

たとえば，関数 append は補関数 append cと組化すると以下となる．

〈append , appendc〉([], y) =̂ (y, B1)
〈append , appendc〉(a : x, y) =̂ let (s, t) =̂ 〈append , appendc〉(x, y) in (a : s,B2(t))

そして，組化後，左辺と右辺を入れ替えることにより，以下の組化した関数の逆関数が得ら

れる．

〈append , append c〉−1(y, B1) =̂ ([], y)
〈append , append c〉−1(a : s,B2(t)) =̂ let (x, y) =̂ 〈append , appendc〉−1(s, t) in (a : x, y)

上では，決定的な逆関数が得られたが，一般には得られる逆関数は非決定的である．

最後に，第 3章の式 (RFL)に従い逆方向変換を構成する．たとえば，append に対しては

以下が得られる．

appendB(s, v) =̂ 〈append , append c〉−1(v, append c(s))

上の関数 reflectappend ,appendc は以下の関数 ρと同じ動作を行う．

ρ((x, y), z) = let (s, t) = splitAt(length(x), z) in (s, t)
where

length([]) = 0
length(a : x) = 1 + length(x)
splitAt(0, x) = ([], x)
splitAt(n + 1, a : x) = let (s, t) = splitAt(n, x) in (a : s, t)

たとえば，

appendB(([1, 2, 3], [4, 5]), [11, 12, 13, 4, 5]) = ([11, 12, 13], [4, 5])

である．また，

appendB(([1, 2, 3], [4, 5]), [1, 2, 3, 4]) = ([1, 2, 3], [4])

となるが，

appendB(([1, 2, 3], [4, 5]), [1, 2]) = ⊥

となる．逆方向変換 appendBは，更新後のビューのリストの長さが，ソースの第一要素の

リストの長さ以上であるときにしか定義されない．
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rule ::= f(p1, . . . , pn) =̂ e 関数定義規則

p ::= C(p1, . . . , pn) 構成子パターン
| x 変数パターン

e ::= C(e1, . . . , en) 構成子式
| f(x1, . . . , xn) 関数呼出式
| x 変数式

ただし，C ∈ Σは n引数構成子，f ∈ Qは n引数関数記号，そして xは変数である．

図 5.2. 言語Vdlの構文

5.1.3 更新の反映可能性検査器

上のように，一般には導出された逆方向変換は部分関数になる．そのため，実際に更新の

反映を行う前に更新が反映できるかどうかがわかれば便利である．

本章では，更新の反映可能性検査器も提供する．これは，最初のソースが与えられた場合

に，ビュー上の反映可能な更新を正規木文法の形で返す．正規木文法については，様々なよ

い性質が知られている [CDG+97]．また，補関数値不変の逆方向変換の性質により，逆方向

変換により更新を反映した後でも，同じ正規木文法により更新の反映可能性判定を行える．

更新の反映可能性検査器の導出については，5.5節にて詳細を述べる．

5.2 順方向変換記述言語Vdl

本節では，順方向変換記述言語 Vdl1について述べる．この言語は affine かつ treeless

[Wad90]な一階の関数型言語である．

5.2.1 言語Vdlの構文

言語 Vdlの構文を図 5.2に示す．言語 Vdlで記述されるプログラム P は三つ組 P =

(Σ, Q,R)であり，それぞれ，構成子の集合 Σ，関数記号の集合Q，関数定義規則の集合 R

である．また，Qと Σは互いに共通部分を持たない．

プログラムの各規則は以下の形式をしている．

f(p1, . . . , pn) =̂ e

1ビュー定義言語（View Definition Language）．
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ここで，p1, . . . , pnはパターン，eは treeless式 [Wad90]である．図 5.2に示す通り，treeless

式において，関数の引数は変数に限定される．直観的には，treeless制約のもとでは，関数

呼出のネスト，つまり関数の合成が禁止される．関数呼出がネストしないため，プログラム

において中間結果となる値（構成子による木）が存在しない（tree-less）．また，我々は各

規則において変数出現が affineであると制限する．すなわち，右辺において同じ変数は二度

以上出現しない．直観的には，affine制約のもとでは，値の複製や同じ値の複数回走査が禁

止される．

同じ関数を定義する各規則についてパターンに重なりがないとする．つまり，入力がマッ

チするパターンは高々一つである．また，通常の関数型言語と同様に，左辺において同じ変

数が複数回出現することなく，右辺に現れる変数は必ず左辺にも現れるとする．

制限はされているものの，言語Vdlでは以下に挙げるような例を記述することができる．

例 5.1 (恒等関数). 恒等関数は，もっとも基本的な順方向変換のうちの一つである．恒等関

数 id をVdlで記述すると以下となる．

id(x) =̂ x

例 5.2 (射影関数). 射影関数は，ソースの一部分をビューに抽出する重要な順方向変換であ

る．たとえば，組の第一要素を返す関数 fst および組の第二要素を返す関数 snd はVdlで

記述すると以下となる．
fst(x, y) =̂ x

snd(x, y) =̂ y

例 5.3 (定数関数). 定数関数は，ソースと関係のない値をビューに含めるもっとも基本的な

関数である．たとえば，以下のVdlで記述された関数 nilは，入力によらず空リストを返す．

nil(x) =̂ []

例 5.4 (自然数の上の再帰関数). 順方向変換は，構成子により再帰的に定義された木を木

へと変換する．そのため，再帰関数は順方向変換を定義する上で重要である．たとえば，以

下の関数 add は自然数の構造（零 Z，後者関数 S）の上で再帰することにより，二つの自然

数を足し合わせる．
add(Z, y) =̂ y

add(S(x), y) =̂ S(add(x, y))

我々はHaskell [Bir98]の記法に従い，大文字から始まる文字列を構成子の名前に用い，小文

字から始まる文字列を関数や変数に用いる．

以下の関数max は二つの自然数のうち大きいほうを返す関数である．関数 add は一つの

入力のみを走査するのに対し，関数max は二つの入力を同時に走査する．

max (Z, y) =̂ y

max (S(x), Z) =̂ S(x)
max (S(x), S(y)) =̂ S(max (x, y))
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e1 ⇓ v1 · · · en ⇓ vn

C(e1, . . . , en) ⇓ C(v1, . . . , vn)
Con

f(p1, . . . , pn) =̂ e ∈ R

∃θ. f(p1θ, . . . , pnθ) = f(v1, . . . , vn) eθ ⇓ u

f(v1, . . . , vn) ⇓ u
Fun

ここで，v1, . . . , vn は値，つまり構成子の集合 Σについて v1, . . . , vn ∈ TΣ である．

図 5.3. 言語Vdlの意味

例 5.5 (リストや木の上の再帰関数). 先程も述べたように順方向変換は構成子による木を変

換する．言語Vdlにおいては，リストや二分木など，構成子による木で表現できる多様な

データを変換する関数を記述することができる．たとえば，以下の関数 zipは二つのリスト

を綴じ合わせる．
zip([], y) =̂ []
zip(a : x, [ ]) =̂ [ ]
zip(a : x, b : y) =̂ Pair(a, b) : zip(x, y)

また，たとえば，以下の関数 flipは二分木の左右を反転する．

flip(Leaf) =̂ Leaf

flip(Node(n, l, r)) =̂ Node(n,flip(r),flip(l))

5.2.2 言語Vdlの意味

ここでは言語Vdlの意味を与える．また，今後の議論に使用する記法や関数を導入する．

代入 θは，{x | θ(x) 6= x}が有限集合となるような，変数に対し変数もしくは木を割り当
てる写像である．また，式もしくはパターン t中の変数 xを θ(x)に置き換えて得られる式

もしくはパターンを，tθと書く．

代入を導入したことで，パターンに重なりがないことを形式的に述べることことができ

る．すなわち，Vdlにおいて，同じ関数の規則

f(p1, . . . , pn) =̂ e

f(p′1, . . . , p
′
n) =̂ e′

に対し，(p1, . . . , pn)θ = (p′1, . . . , p
′
n)θ′となるような代入 θと θは存在しない．

言語Vdlの意味を図 5.3に示す．ここで，関係 e ⇓ vは，式 eを評価すると値 vになるこ

とを表す．また，図 5.3の意味に従い，プログラムを P における関数記号 f の意味を

[[f ]]P (v1, . . . , vn) =

{
v if f(v1, . . . , vn) ⇓ v,

⊥ otherwise.
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で定める．上の式はwell-definedある．これは，パターンに重なりがないため，f(v1, . . . , vn) ⇓
vとなる vは高々一個しか存在しないためである．また，図 5.3のFun規則において，入力

がマッチする関数定義規則は高々一個しないため，プログラムは決定的（deterministic）で

ある．

今後の議論において，病的な場合を避けるために，プログラムに対しいくつかの仮定を置

く．一つは，構成子の集合Σは少くとも二つの構成子を含み，内一つは零引数であることで

ある．つまり，順方向変換の入力の集合 TΣは二つ以上の元を持つことである．また，プロ

グラムは全ての入力に対して未定義な関数を含まないとする．たとえば，以下の関数 f は，

全ての入力に対して未定義である．

f(x) =̂ f(x)

今後の議論のために，いくつかの記法を導入する．木の列 t1, . . . , tnに現れる全ての変数を集

めた集合を vars(t1, . . . , tn)と書く．たとえば，vars(a : x) = {a, x}であり，vars(add(x, y)) =

{x, y}である．規則 r = f(p1, . . . , pn) =̂ eについて，lostvars(r)を

lostvars(r) = vars(p1, . . . , pn) \ vars(e)

と定義する．また，式 eの可能な評価結果の集合 {v | eθ ⇓ v, vars(eθ) = ∅} を式 eの値域と

呼び，ran(e)と書く．第 4章で木や生垣に対し文脈を定めたのと同様に，式やパターンにつ

いても文脈を定める．文脈 C は，特殊な変数 21, . . . , 2nを含むパターン／式であり，C 中
のそれぞれの変数 2iをパターン／式 tiで置き換えて得られるパターン／式を C[t1, . . . , tn]

と書く．

また，1.5節で述べたように我々はベクトル記法を用いる．たとえば，規則f(p1, . . . , pn) =̂ e

を f(−→p ) =̂ eと書く場合がある．

5.3 補関数の導出

ここでは，Vdlで記述された順方向変換に対する補関数導出手法について述べる．これ

までの関係データベースの上の議論 [CP84,LLSV01,LV03]とは異なり，我々は木上の再帰

的な順方向変換プログラムから補関数プログラムを導出する．まず，素朴な補関数導出法を

示すことにより，補関数導出における我々の基本的なアイデアを示し，その後，単射性解析

を利用することにより，より小さい補関数を導出する手法を示す．

5.3.1 素朴な補関数導出

第 3章で述べたように，関数 f :: S → V に対する補関数は関数 g :: S → V ′は，〈f, g〉 ::

S → V × V ′ を単射にする関数である．もし，f が単射であるならばどんな関数 gも f の
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補関数になる．ところが，f が単射でないならば，f(s1) = f(s2)となる s1, s2 ∈ Sに対し，

g(s1) 6= g(s2)になるように，gを選ぶ必要がある．

補関数の導出において，我々は関数が単射でなくなっている原因に着目する．たとえば，

fst(x, y) =̂ x

は単射ではない．これは，fst が第二引数右辺において使用しておらず，第二引数の情報が

失われているからである．また，たとえば，

alwaysTrue(True) =̂ True

alwaysTrue(False) =̂ True

も単射ではない．これは，alwaysTrue が，どの規則を使用した場合にも Trueを返すため，

使用した規則の情報が失われているためである．そのため，この二つの情報を補うようにす

ることで，我々は補関数を導出できる．

素朴な補関数導出アルゴリズムAlg-Cを以下に示す．ここで，全ての treeless式は，構

成子からなる部分とそれ以外（関数呼出と変数）に分けることで，構成子のみより構成され

る文脈 Cにより，C[f1(−→x1), . . . , fn(−→xn),−→x ]と表すことができることに注意する．

アルゴリズム 5.1 (素朴な補関数導出：Alg-C).

入力： 順方向変換を定義するためのプログラム P = (Σ, Q,R)．

出力： 補関数を定義するためのプログラム Pc．

手続き：

1. プログラム中のそれぞれの規則 r ∈ R

r = f(−→p ) =̂ C[f1(−→x1), . . . , fn(−→xn),−→x ]

から以下の規則 rcを作成する．

rc = f c(−→p ) =̂ Br(f c
1(−→x1), . . . , f c

n(−→xn),−→y )

ただし，ここで，{−→y } = lostvars(r)であり，Br は各規則を識別するために導入され

た規則ごとに異なる構成子，そして f c, f1
c, . . . , fn

c 6∈ Qはそれぞれ f, f1, . . . , fnに対

応する補関数の関数記号である．

2. プログラム Pcを以下の通りに構成する．

P c = (Σ ∪ {Br | r ∈ R}, {f c | f ∈ Q}, {rc | r ∈ R})

アルゴリズムAlg-Cの正しさを示す前に，いくつかの例によりAlg-Cの動作を確認する．
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例 5.6. 以下の関数 fst を考える．

fst(x, y) =̂ x

前述のように関数 fst は第二引数 yを使用しない．関数 fst に対し，Alg-Cは次の関数を導

出する．

fstc(x, y) =̂ B1(y)

ここで，B1は，fst の第一規則を識別するためにアルゴリズムAlg-C が導入した構成子で

ある．今後，我々は Biを第 i規則に対応する構成子に使用する．上の関数 fstcは，fst が使

用しない変数 yを返り値に含めることにより，fst が失った情報を補っている．

例 5.7. 例 5.4における関数 add を考える．関数 add の定義において，左辺に出現する変数

は全て右辺にも出現する．アルゴリズムAlg-Cは関数 add に対し以下のプログラムを導出

する．
addc(Z, y) =̂ B1

addc(S(x), y) =̂ B2(addc(x, y))

実質的には，add cは第一引数の情報を返している．

例 5.8. 例 5.4における関数max を考える．アルゴリズムAlg-C は関数max に対し以下

のプログラムを導出する．

max c(Z, y) =̂ B1

max c(S(x),Z) =̂ B2

max c(S(x), S(y)) =̂ B3(max c(x, y))

この補関数は，縮約順序のもと次の関数minleと同等，すなわち，max c ¹ minleかつminle ¹
max cである．

minle(x, y) =

{
(x, 1) if x ≤ y

(y, 0) if x > y

関数minleは，二つの引数のうちの最小値とともに，第一引数が第二引数以下であるかどう

かの真理値を返す．

アルゴリズムAlg-Cは正しい，つまり以下が言える．

定理 5.1 (Alg-Cの正しさ). プログラム P = (Σ, Q,R) に対し，Alg-Cによりプログラム

P c = (Σc, Qc, Rc)が得られたとする．このとき，全ての関数記号 f ∈ Qに対し [[f c]]は [[f ]]

の補関数である．

証明. 式 eを評価するのに使用したFun規則の数を e ⇓ vの証明木に沿って縦に数えたもの

最大値，つまり証明木の深さを，#FunDepth(e)と書く．

以下を示すことが必要十分である．
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任意の f ∈ Qおよび任意の−→v ,
−→
v′ ∈ dom(f)について−→v 6= −→v ′となるならば，

[[f ]](−→v ) = [[f ]](
−→
v′ ) ⇒ [[f c]](−→v ) 6= [[f c]](

−→
v′ )

となる．

これを，#FunDepth(f(−→v )) + #FunDepth(f(−→v ′))の上の帰納法で示す．

元の関数 f の定義域と対応する補関数 f cの定義域とは等しいことに注意する．

基底：#FunDepth(f(−→v )) + #FunDepth(f(
−→
v′ )) = 0．

このとき，規則 r, r′ ∈ R

r = f(−→p ) =̂ C[−→x ]

r′ = f(−→p ′) =̂ C′[−→x ′]

と代入 θ, θ′で
−→p θ = −→v , −→p ′θ′ = −→v ′, [[f ]](−→v ) = [[f ]](

−→
v′ )

を満たすものが存在する．もし r 6= r′である場合，主張は正しい．なぜなら，構成子 Brと

Br′ は必ず異なるためである．よって，r = r′である場合を考える．ここで C[−→x ]θ = C[−→x ]θ′

より，x ∈ vars(−→p )について θ(x) = θ′(x)となる．このとき，−→v = −→p θと −→v ′ = −→p θ′は異

なるにもかかわらず [[f ]](−→v ) = [[f ]](−→v ′)であるため，変数 z ∈ lostvars(r)で θ(z) 6= θ′(z)と

なるものが存在する．ここで，f cについて f c(−→p ) =̂ Br(−→y )となるものが存在し，定義より

{−→y } = lostvars(r)となる．そのため，[[f c]](−→v ) 6= [[f c]](−→v ′)が成り立つ．

帰納：#FunDepth(f(−→v )) > 0, #FunDepth(f(−→v ′)) = 0．

このとき規則 r, r′ ∈ R

r = f(−→p ) =̂ C[f1(−→x1) . . . fn(−→xn),−→x ] ただし n > 0

r′ = f(−→p ′) =̂ C′[−→x ′]

と代入 θ, θ′で，
−→p θ = −→v ,

−→
p′ θ′ =

−→
v′ , [[f ]](−→v ) = [[f ]](

−→
v′ )

を満たすものが存在する．ここで，r 6= r′より構成子BrとBr′は異なる．そのため，[[f c]](−→v ) 6=
[[f c]](

−→
v′ )が成り立つ．

帰納： #FunDepth(f(−→v )) = 0, #FunDepth(f(
−→
v′ )) > 0．

上と同様．
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帰納： #FunDepth(f(−→v )) > 0, #FunDepth(f(
−→
v′ )) > 0．

このとき規則 r, r′ ∈ R

r = f(−→p ) =̂ C[f1(−→x1), . . . , fn(−→xn),−→x ]

r′ = f(−→p ′) =̂ C′[f ′
1(
−→
x′

1), . . . , f
′
n′(

−→
x′

n′),−→x ′]

と代入 θ, θ′で，
−→p θ = −→v ,

−→
p′ θ′ = −→v ′,−→v 6= −→v ′, [[f ]](−→v ) =

−→
f (−→v ′)

を満たすものが存在する．もし r 6= r′である場合，主張は正しい．なぜなら，構成子 Brと

Br′ とは異なるためである．よって，r = r′である場合を考える．このとき−→p θ 6= −→p θ′であ

ることから，次の二つの場合を考えればよい．

• θ(z) 6= θ′(z)となる z ∈ lostvars(r)が存在

• θ(z) 6= θ′(z)となる z ∈ {−→xi}が存在

ここで，[[f ]](−→v ) = [[f ]](
−→
v′ )であるため，θ(z) 6= θ′(z)のときも z ∈ {−→x }となりえないこと

に注意する．一つ目の場合，補関数の規則 rcの定義より [[f c]](−→v ) 6= [[f c]](−→v )となる．よっ

て二つ目の場合を考える．このとき，−→xiθ 6= −→xiθ
′と [[f ]](−→xiθ) = [[f ]](−→xiθ

′)が成り立つ．帰納

法の仮定より [[fi
c]](−→xiθ) 6= [[fi

c]](−→xiθ
′)が言えるため，[[f c]](−→v ) 6= [[f c]](

−→
v′ )が成り立つ．

第 3章で述べたように，ある関数についての補関数は一般には一つに決まらない．効果的

な逆方向変換を定めるためには，ある関数に対する補関数の中で縮約順序においてより小さ

いものが望ましい．アルゴリズムAlg-Cは，いくつかの例については fst のように極小の

補関数を導出し，いくつかの例については add やmax のように極小ではないものの十分に

小さい補関数を導出する．しかし，いくつかの例については，Alg-Cはあまり小さくない

補関数を導出する．たとえば，以下の関数 neg を考える．

neg(True) =̂ False

neg(False) =̂ True

関数 negは単射であるので，関数 negに対する最も小さい補関数は定数関数となる．ところ

が，アルゴリズムAlg-Cは
negc(True) =̂ B1

negc(False) =̂ B2

を返す．関数 negcは単射関数であり，縮約順序において最も大きいものである．このこと

は，アルゴリズムAlg-Cが，補う必要のない情報まで補ってしまっていることに起因する．

関数 negの返り値から，どちらの規則を使用したかがわかるため，補関数は negの規則を識

別する必要はない．アルゴリズムAlg-Cでは単射でない原因に着目して補関数を導出して

いたが，同様の点に着目することで，より小さい補関数を導出することを考える．
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以下，5.3.2節では，それぞれの式の値域（厳密な型）を推論する手法を述べ，さらに 5.3.3

節ではそれを利用した単射性判定について述べる．その後，5.3.4節において，よりよい補

関数導出アルゴリズムを与える．この 5.3.4節の補関数導出アルゴリズムは，単射関数以外

の場合でも，式の値域を利用することでAlg-Cの導出する補関数よりより小さい補関数を

導出できる場合がある．

5.3.2 値域の推論

言語 Vdlで定義された各関数の値域の推定は，linear top-down tree transducerの値域

の推定 [Eng75]と同様に，正規木文法により行える．たとえば，例 5.4における関数 add に

ついて，以下のように関数の引数を「忘れる」ことで，add の値域を厳密に推定できる．

Tadd → Any
Tadd → S(Tadd )

ここで，Tadd は関数 add の値域に対応する非終端記号である．また，Any は，全ての木

TΣを生成する非終端記号である．上にあるように，add の値域は全ての木になる．これは，

add(Z, y) =̂ yと，add が第一引数が Zならば第二引数の値をそのまま返していることによ

る2．

形式的には，図 5.4に示す導出関係 RG
; を用いて式の値域を推定するための正規木文法を

導出する．導出 e
RG
; Rは，式 eより正規木文法の規則Rが導出されると，読む．また，導

出 f(p1, . . . , pn) =̂ e
RG99K Rは，関数定義規則 f(p1, . . . , pn) =̂ eより正規木文法の規則 Rが

導出される，と読む．プログラムP = (Σ, Q,R)の各規則から正規木文法G = (Σ, N,R′)の

規則を

R′ =
∪

{R′ | r
RG99K R′, r ∈ R} ∪ {Any → C(Any , . . . ,Any) | C ∈ Σ}

により定める．ただし，N はR′から自然に定まるのものとする．図 5.4において，#eは，

式 eに割り振られたプログラム中で一意な識別子を表す．識別子の割り振りにおいて，異な

る位置に出現する同じ式同士を区別する．ただし，言語Vdlにおいて，それらの式の値域

は常に一致することに注意する．

図 5.4による式の値域の推論は厳密である．すなわち以下が言える．

定理 5.2. プログラムに対し，図 5.4の関係を用いて値域の推論のための正規木文法Gを定

めたとする．このとき，任意のプログラム中の式 eについて，

ran(e) = [[T#e]]G
2関数 add の値域が自然数の集合ではないのは非直観的に思うかもしれない．これは，Vdlが型なし言語で

あることによる．なお，以下のように定義された add の値域は自然数（Zと Sで表現される）の集合になる．

add(Z, y) =̂ idNat(y)
add(S(x), y) =̂ S(add(x, y))

idNat(Z) =̂ Z
idNat(S(x)) =̂ S(idNat(x))
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x
RG
; {T#x

∗→ Any}
Var

e1
RG
; R1 · · · en

RG
; Rn

C(e1, . . . , en) RG
; {T#C(e1,...,en) → C(T#e1 , . . . , T#en)} ∪ R1 ∪ · · · ∪ Rn

Con

f(x1, . . . , xn) RG
; {T#f(x1,...,xn) → Sf}

Fun

e
RG
; R

f(p1, . . . , pn) =̂ e
RG99K {Tf → T#e} ∪ R

FunDef

ただし，#eはプログラム中で各式 eに割り振られた一意な識別子である．

図 5.4. 言語Vdlから値域の推定のたの正規木文法を導出する導出関係

となる．また，任意のプログラム中の関数 f について，

ran(f) = [[Tf ]]G

となる．

証明. 上の定理は linear top-down tree transducerの値域が正規木言語になること [Eng75]

と同様に証明できる．

以下を示す．

∀v ∈ TΣ. (∃θ. eθ ⇓ v ⇔ T#e
∗→ v)

まず，(⇒)を，式の構造と評価に関する帰納法により示す．

基底：e = x．

このとき，T#e → Any と規則が eに対応して生成されている．ここで，[[Any ]]G = TΣと

なることより，主張は明らか．

帰納：e = C(e1, . . . , en)．

このとき，T#e → C(T#e1 , . . . , T#en)となっている．評価の定義より，e1θ ⇓ v1, . . . enθ ⇓ vn

として v = C(v1, . . . , vn)である．帰納法の仮定より，i ∈ {1, . . . , n}について T#ei

∗→ viで

ある．よって，生成の定義により，

T#e → C(T#e1 , . . . , T#en) ∗→ C(v1, . . . , vn)

となり，主張は真．
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帰納：e = f(−→x )．

このとき，f(−→x θ) ⇓ vより，規則 f(−→p ′) =̂ e′で，ある代入 ηに対し，−→p ′η = −→x θとなる

ものが必ず存在している．評価の定義より，e′η ⇓ vとなっている．また，Gの構成より，G

は生成規則 T#e → Tf と生成規則 Tf → T#e′ を含む．帰納法の仮定より，T#e′ → vである．

よって，生成の定義により，

T#e → Tf
∗→ T#e′

∗→ v

となり，主張は真．

次に，(⇐)を式の構造と生成に関する帰納法により示す．

基底：e = x．

このとき，θ = x 7→ vととれば，eθ ⇓ vとなり，主張は真．

帰納：e = C(e1, . . . , en)．

このとき，

T#e → C(T#e1 , . . . , T#en) ∗→ C(v1, . . . , vn) = v

である．帰納法の仮定より，各 i ∈ {1, . . . , n}について，eiθi ⇓ viとなる θiが存在する．代

入 θを

θ = θ1 ◦ · · · ◦ θn

と定めると，affine制約より eθ = C(e1θ1, . . . , enθn)となる．よって，eθ ⇓ vとなり，主張

は真．

帰納：e = f(−→x )．

規則 f(−→p ′) =̂ e′により，

T#e → Tf
∗→ T#e′

∗→ v

となったとする．帰納法の仮定より，e′η ⇓ vとなる代入 ηが存在する．代入 η′を，何らか

の木 t0 ∈ TΣにより

η′(x) =

{
η(x) if x ∈ vars(e′)
t0 otherwise

と定める．このとき，代入 θを −→x θ = −→p η′によって定めると，f(−→x θ) ⇓ vとなり，主張は

真．
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∃f(−→p ) =̂ e ∈ R. vars(−→p ) \ vars(e) 6= ∅
f ∈ NINJP

NINJ-LostVar

∃f(−→p1) =̂ e1, f(−→p2) =̂ e2 ∈ R. −→p1 6= −→p2 ∧ ran(e1) ∩ ran(e2) = ∅
f ∈ NINJP

NINJ-Overlap

∃f(−→p ) =̂ C[g(−→x )], g ∈ NINJP
f ∈ NINJP

NINJ-Call

図 5.5. プログラム P = (Σ, Q,R)より，明らかに単射でない関数の集合 NINJP を定める
関係

5.3.3 単射性判定

関数の単射性判定は双方向化において重要である．もし，順方向変換が単射であると判定

できれば，その逆方向変換を逆関数により定められる．この逆関数により定められる逆方向

変換は振る舞いがよく最も効果的なものである．また，この逆方向変換は，元の順方向変換

に対し補関数として定数関数を用いることで得られるものである．単射な順方向変換に対

し，逆関数により定められる逆方向変換が導出されるのは，双方向化の振る舞いとして直観

的である．

我々は，5.3.1節における補関数の素朴な導出において，次の二点に着目した．

• 右辺に出現しない変数

• 使用する規則の識別

これは，上の二点の情報は返り値から得られるとは限らず，関数の単射性を失う原因になり

うるためである．同様に，この二点に着目することにより，Vdlで記述された関数の単射

性判定を行える．

プログラムP に対し，図 5.3.3に定める関係の最小不動点により，明らかに単射でない関

数の集合NINJP が求まる．図 5.3.3において，それぞれの規則は以下を表している．

• 規則NINJ-LostVarは，右辺に出現しない変数をもつ関数は単射ではないことを表

している．たとえば関数 fst

fst(x, y) =̂ y

は，変数 yが右辺に出現しないため，単射でない．

• 規則NINJ-Overlapは，二つの右辺式の値域に重なりがある関数は単射ではないこ

とを示している．たとえば，関数AlwaysTrue

alwaysTrue(True) =̂ True

alwaysTrue(False) =̂ True
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は，第一規則と第二規則の右辺式がともにTrueと式の値域に重なりがあるため，単射

でない．

• 規則NINJ-Callは，単射でない関数を呼び出している関数は単射ではないことを示

している．たとえば，関数mapfst

mapfst([]) =̂ [ ]
mapfst(x : r) =̂ fsrPair(x) : mapfst(r)
fstPair(Pair(x, y)) =̂ x

は，単射でない関数 fstPair を呼び出しているため単射ではない．

定理 5.3 (単射性判定の健全性). もし [[f ]]P が非単射ならば，f ∈ NINJP である．

証明. P = (Σ, Q,R)とする．我々は以下を示す．

∃−→v ,−→v ′, u. −→v 6= −→v ′ ∧ f(−→v ) ⇓ u ∧ f(−→v ′) ⇓ u ⇒ f ∈ NINJP (INJ-Sound)

今，ある−→v，−→v ′および uに対し，f(−→v ) ⇓ uかつ f(
−→
v′ ) ⇓ uとなったとする．このとき，

以下の二つの場合しかない．

場合 1． f(−→v ) ⇓ uの証明木と f(−→v ′) ⇓ uの証明木が変数への束縛を除いて等しい場合．つ

まり，二つの証明木がそれぞれの Fun節点において同じ関数定義規則を用いている

場合．

場合 2. それ以外．

場合 1について，我々は主張 (INJ-Sound)を#FunDepth(f(−→v ))についての帰納法によ

り示す．ここで，#FunDepth(e)は，式 eを評価するのに使用した Fun規則の数を e ⇓ v

の証明木に沿って縦に数えたもの最大値，つまり証明木の深さを表す．

基底：#FunDepth(f(−→v )) = #FunDepth(f(−→v ′)) = 0．

このとき，規則 r ∈ R

r = f(−→p ) =̂ C[−→x ]

で，−→p θ = −→v かつ−→p θ′ = −→v ′となる代入 θ, θ′に対し，C[−→x ]θ = C[−→x ]θ′となるものが存在す

る．もし，lostvars(r) = ∅であったとする．すると−→x θ = −→x θ′より，−→p θ = −→p θ′が言える．

これは−→v 6= −→v ′に矛盾する．よって lostvars(r) 6= ∅である．これは，NINJ-LostVarの条

件であるため，f ∈ NINJP となる．
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帰納：#FunDepth(f(−→v )) = #FunDepth(f(−→v ′)) > 0．

このとき，規則 r ∈ R

r = f(−→p ) =̂ C[f1(−→x1), . . . , fl(−→xn),−→x ]

で，ある代入 θ, θ′ に対し，−→p θ = −→v かつ −→p θ′ = −→v ′ となるものが存在する．ここで，i ∈
{1, . . . , n}について，fi(−→xiθ)および fi(−→xiθ

′)の評価結果をwiと書く．すなわち，fi(−→xiθ) ⇓
wi かつ fi(−→xiθ

′) ⇓ wi である．これにより，f(−→v )と f(−→v ′)の結果は，それぞれ f(−→v ) ⇓
C[w1, . . . , wn,−→x θ]および f(−→v ′) ⇓ C[w1, . . . , wn,−→x θ′]と書ける．まず，もし lostvars(r) 6= ∅
ならば，NINJ-LostVarの条件より，f ∈ NINJP となる．次に，lostvars(r) = ∅である
場合を考える．ここで，−→p θ 6= −→p θ′かつ −→x θ = −→x θ′であるため，−→xiθ 6= −→xiθ

′となる iが存

在する．ただし，fi(−→xiθ)と fi(−→xiθ
′)の評価結果は一致するため，fiは非単射である．この

とき，帰納法の仮定より，fi ∈ NINJP である．これは，NINJ-Callの条件であるため，

f ∈ NINJP となる．

場合 2に対し，我々は主張 (INJ-Sound)を#FunDepth(f(−→v )) + #FunDepth(f(−→v ′))

の上の帰納法で示す．

基底：#FunDepth(f(−→v )) + #FunDepth(f(−→v ′)) = 0．

このとき，二つの異なった規則 r, r′ ∈ R

r = f(−→p ) =̂ C[−→x ]

r′ = f(−→p ′) =̂ C′[−→x ′]

で，ある代入 θ, θ′に対し，−→p θ = −→v かつ−→p ′θ′ = −→v ′かつ−→v 6= −→v ′であり，C[−→x ]θ = C′[
−→
x′ ]θ′

となるものが存在する．つまり，異なる f の規則の右辺式 C[−→x ]と C′[−→x ′]の値域に重なりが

ある．これは，NINJ-Overlapの条件であるため，f ∈ NINJP となる．

帰納：#FunDepth(f(−→v )) = 0もしくは#FunDepth(f(−→v ′)) = 0．

この場合も使用した二つの規則が異なることから，上と同様に，主張 (INJ-Sound)は証

明される．

帰納：#FunDepth(f(−→v )) > 0, #FunDepth(f(−→v ′)) > 0．

このとき，以下の二つの場合がある．

• 関数 f の二つの異なる規則で，その左辺−→p ,−→p ′について，ある θ, θ′に対し，−→p θ = −→v
かつ−→p ′θ′ = −→v ′となるものが存在する．
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• 評価 f(−→v ) ⇓ uと f(
−→
v′ ) ⇓ uとの証明木において，それぞれの根で同じ規則を使用し

ている．

第一の場合については，二つの規則が異なるため，これまでと同様の議論により主張 (INJ-

Sound)を証明できる．よって，第二の場合について考える．このとき，規則 r ∈ R

r = f(−→p ) =̂ C[f1(−→x1), . . . , fn(−→xn),−→x ]

で，ある代入 θ, θ′に対し，−→v = −→p θかつ−→v ′ = −→p θ′であり−→v 6= −→v ′となるものが存在する．

このとき，i ∈ {1, . . . , n}について，fi(−→xiθ)および fi(−→xiθ
′)の評価結果を wiと書く．すな

わち，fi(−→xiθ) ⇓ wi であり fi(−→xiθ
′) ⇓ wi である．仮定より，どれかの iについて，fi(−→xiθ)

と fi(−→xiθ
′)の証明木は異なる．これは，また−→xiθ 6= −→xiθ

′であることを意味する．すなわち，

fiは単射ではない．このとき，帰納法の仮定により，NINJ-Callから，f ∈ NINJP であ

る．

定理 5.4 (単射性判定の厳密性). もし f ∈ NINJP であるならば，[[f ]]P は単射ではない．

証明. P = (Σ, Q,R)とする．集合NINJP は図 5.3.3の関係の最小不動点により定まってい

るため，図 5.3.3の関係についての帰納法により示す．

基礎：NINJ-LostVars

このとき，規則 r ∈ R

r = f(−→p ) =̂ e

で，lostvars(r) 6= ∅となるものが存在する．言語Vdlに対する仮定より，ある代入 θが存

在して，ある値 uに対し f(−→p θ) ⇓ uとなる．これは，e中に出現するどの関数も，何らかの

入力に対しては定義されているためである．ここで，ある互いに異なる木 t1, t2 ∈ TΣに対

し，θ1, θ2を

θ1(x) =

{
t1 if x ∈ lostvars(r)
θ(x) if x 6∈ lostvars(r)

θ2(x) =

{
t2 if x ∈ lostvars(r)
θ(x) if x 6∈ lostvars(r)

と定義すると，eθ = eθ1 = eθ2となる．よって，f(−→p θ1) ⇓ uかつ f(−→p θ2) ⇓ uである．と

ころが，−→p θ1 6= −→p θ2である．よって，f は非単射である．
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基礎：NINJ-Overlap

このとき，二つの規則 r, r′ ∈ R

r = f(−→p ) =̂ e

r′ = f(
−→
p′ ) =̂ e′

が存在して，ある η, η′およびuに対し eη ⇓ uかつ e′η′ ⇓ uとなる．このとき，ある木 t0 ∈ TΣ

に対し，以下のように，θ1と θ2を定める．

θ1(x) =

{
t0 if x ∈ lostvars(r)
η1(x) if x 6∈ lostvars(r)

θ2(x) =

{
t0 if x ∈ lostvars(r′)
η2(x) if x 6∈ lostvars(r′)

すると，f(−→p θ1) ⇓ uかつ f(
−→
p′ θ2) ⇓ uである．ところが，−→p θ1 6= {p′}θ2である．よって，f

は非単射である．

帰納：NINJ-Call

このとき，規則 r ∈ R

r = f(−→p ) =̂ C[g(−→x )]

で，g ∈ NINJPとなっているものが存在する．また，言語Vdlに対する仮定より，ある代入

θが存在して，ある値 uに対し f(−→p θ) ⇓ uとなる．さらに，帰納法の仮定により，gは非単

射である．すなわち，ある二つの異なる入力−→w1と−→w2に対し，ある値 uが存在し，g(−→w1) ⇓ u

かつ g(−→w2) ⇓ uとなる．代入 η1, η2を，−→x η1 = −→w1と−→x η2 = −→w2により定める．ここで，代

入 θ1θ2を以下のように定める．

θ1(x) =

{
η1(x) if x ∈ {−→x }
θ(x) otherwise

θ1(x) =

{
η2(x) if x ∈ {−→x }
θ(x) otherwise

すると，ある値 u′に対し，f(−→p θ1) ⇓ u′かつ f(−→p θ2) ⇓ u′である．ところが，−→p θ1 6= {p}θ2

である．よって，f は非単射である．
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5.3.4 よりよい補関数の導出

これまでの議論から，各式についてその値域を厳密に推定することができ，また，厳密に

推定した値域より関数単射性を厳密に判定できることがわかった．これからすぐに言えるこ

とは，我々は，全ての単射関数に対し，我々は最小の補関数を導出できることである．関数

が単射でない場合においても，いくつかの例については式の値域を使用することでより小さ

い補関数を導出することができる．

たとえば，以下の関数 half を考える．

half (Z) =̂ Z

half (S(Z)) =̂ Z

half (S(S(x))) =̂ S(half (x))

関数 half は入力の自然数を二で割り，余りを切り捨てる．関数 half に対し，アルゴリズム

Alg-Cは以下の補関数を導出する．

half c(Z) =̂ B1

half c(S(Z)) =̂ B2

half c(S(S(x))) =̂ B3(half c(x))

ところが，half において第三規則の右辺式と第一規則の右辺式，第三規則の右辺式と第二規

則の右辺式にはそれぞれ重なりがない．そのため，第三規則をいつ何回使用したかという情

報は，half の返り値より知ることができる．実際，half の返す Sの数と half cの返す B3の

数は常に等しい．つまり，B3は必要がなく，以下の関数も half の補関数である．

half c(Z) =̂ B1

half c(S(Z)) =̂ B2

half c(S(S(x))) =̂ half c(x)

また，別の例として自然数の前者を求める関数 pred を考える．

pred(Z) =̂ Z

pred(S(Z)) =̂ Z

pred(S(S(x))) =̂ S(x)

このとき，アルゴリズムAlg-Cは，以下の補関数を導出する．

predc(Z) =̂ B1

predc(S(Z)) =̂ B2

predc(S(S(x))) =̂ B3

ところで，上の補関数のうち，B2と B3は統一し B2にしてもよい．なぜなら，第二規則の

右辺式と第三規則の右辺式の値域は互いに異なっているためである．つまり，以下も pred

の補関数である．
predc(Z) =̂ B1

predc(S(Z)) =̂ B2

predc(S(S(x))) =̂ B2
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値域の情報を利用しよりよい補関数を求めるアルゴリズムについて述べる前に，アルゴリ

ズムが利用する規則集合の分割について述べる．プログラムP = (Σ, Q,R)について，規則

集合RをR = R1 ] R2 ] · · · ] Rk という互いに素な集合に分割する．ただし，それぞれの

集合Riは異なる二つの規則 r, r′ ∈ Riについて以下の三条件全てを満たす．

• rと r′は同じ関数の規則である．

• rと r′に対応する構成子（後述のアルゴリズムで定まる）の引数の個数が同じ．

• rと r′の右辺式の値域が重ならない．

この分割の目的は，順方向変換で関数が使用した規則を構成子により憶える際，同じ構成子

を使用可能な規則を定めることにある．そのため，同じ関数の規則について考え，引数の数

が同じものしか同じ集合に属さないようにし，同じ構成子を使用しても使用規則が区別でき

ることを保証している．

たとえば，r1 = add(Z, y) =̂ y, r2 = add(S(x), y) =̂ S(add(x, y)) については，R =

{r1} ] {r2}という分割しか存在しないが，r′1 = neg(True) =̂ False, r′2 = neg(False) =̂ Ttrue

に対しては，R = {r′1}]{r′2}だけでなくR = {r′1, r′2}という分割が存在する．一般に，より粗
い分割に対しAlg-Scはより小さい補関数を返す．ただし，r′′1 = f(A) =̂ True, r′′2 = f(B) =̂

False, r′′3 = f(C) =̂ Falseに対する分割R = {r′′1 , r′′2} ] {r′′3}と分割R = {r′′1 , r′′3} ] {r′′2}のよ
うに粗さが比較不能な場合もある．

補関数の導出アルゴリズムAlg-Cの改良版アルゴリズムAlg-Scを以下に示す．規則集

合の分割には任意性があるが，具体的な分割方法については本研究では触れず，ユーザもし

くはシステムが与えものとする．

アルゴリズム 5.2 (補関数の導出（改良版）：Alg-Sc).

入力： プログラム P = (Σ, Q,R)および分割R = R1 ] R2 ] · · · ] Rk

出力： 補関数を定義するプログラム P c

手続き：

1. それぞれのRj 中のそれぞれの規則 r ∈ Rj

r = f(−→p ) =̂ C[f1(−→x1), . . . , fn(−→xn),−→x0]

について以下の処理を行う．

(a) もし，f 6∈ NINJP ならば，

rc = B

とする．

(b) そうでないならば，以下により規則 rcを構成する．
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i. 規則 rc
preを以下のように構成する．

rc
pre = f c(−→p ) =̂ Bj(g1(−→y1), . . . , gm(−→ym),−→y0)

ただし，{gi(−→yi )}i∈{1,...,m}は {fi(−→xi)}i∈{1,...,n}から単射な関数の呼び出しを

取り除いた後に，それぞれの関数呼び出し fi(−→xi)を補関数の呼び出し fi
c(−→xi)

で置き換えたものである．また，{−→y0} = lostvars(r)である．

ii. もし，rc
preが以下の形式

rc
pre = f c(−→p ) =̂ Bj(e)

をしていて，rの右辺式の値域が，r以外の f を定義する任意の規則 r′ ∈ R
の右辺式の値域と重ならないなら，

rc = f c(−→p ) =̂ e

とし，それ以外の場合は

rc = rc
pre

とする．

2. 規則 rcを集めてRcを構成し，プログラム Pcを得る．

定理 5.5 (Alg-Scの正しさ). プログラム P = (Σ, Q,R) に対し，Alg-Scによりプログラ

ム P c = (Σc, Qc, Rc)が得られたとする．このとき，全ての関数記号 f ∈ Qに対し [[f c]]は

[[f ]]の補関数である．

証明の概略. ここでは，証明の概略のみを述べる．これは，Alg-ScはAlg-Cの改良であ

るため，Alg-Scの正しさ（定理 5.5）の証明もAlg-Cの正しさ（定理 5.1）の証明とほぼ

同様であるためである．アルゴリズムAlg-Scにおいて，我々は以下の改良を行った．

• 単射関数に対応する補関数呼出の削除

• 規則を識別するための構成子の統一

• 規則を識別するための一引数構成子の除去

定理 5.1の証明において，我々は値 v, v′と規則 r, r′

r = f(−→p ) =̂ C[f1(−→x1), . . . , fn(−→xn),−→x ]

r′ = f(
−→
p′ ) =̂ C′[f ′

1(
−→
x′

1), . . . , f
′
n′(

−→
x′

n′),
−→
x′ ]

で，−→p θ = −→v かつ
−→
p′ θ′ =

−→
v′ であり [[f ]](−→v ) = [[f ]](

−→
v′ )となるものについて議論した．つま

り，rの r′の右辺式の値域が重なりがあるものについてである．ここで，rの r′については
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構成子の統一や除去は行われていない，そのため，rcと r′cは単射関数に対応する補関数の

呼出が削除されている以外はAlg-Cの導出する規則と同じ形式をしている．

よって，定理 5.1の証明に少し手を加えることで，アルゴリズムAlg-Scの正しさを証明

できる．単射な f について，もし [[f ]](−→u ) = [[f ]](
−→
u′ )となるならば，−→u =

−→
u′ となることに

注意する．

アルゴリズムAlg-Scの効果をいくつかの例により確認する．

例 5.9 (規則集合の分割の役割). 以下の関数 f を考える．

r1 = f (A1) =̂ C1

r2 = f (A2) =̂ C2

r3 = f (A3) =̂ C1

ここで，上のプログラムと分割 R = {r1, r2} ] {r3}に対し，アルゴリズムAlg-Scは以下

の補関数を返す．
f c(A1) =̂ B1

f c(A2) =̂ B1

f c(A3) =̂ B2

対し，もし分割 R = {r1} ] {r2, r3}を用いた場合には，アルゴリズム Alg-Scは以下の補

関数を返す．
f c(A1) =̂ B1

f c(A2) =̂ B2

f c(A3) =̂ B2

このように，規則の分割が異なれば，導出される補関数も異なる．

例 5.10 (単射関数の補関数). 以下の関数mapneg を考える．

mapneg(a : x) =̂ neg(a) : mapneg(x)
mapneg([]) =̂ [ ]
neg(True) =̂ False

neg(False) =̂ True

上の関数mapnegは単射である．よって，単射性判定により，mapneg 6∈ NINJP となる．ア

ルゴリズムAlg-Scは単射と判定された関数については，補関数として定数関数を返す．

mapnegc(a : x) =̂ B

mapnegc([]) =̂ B

negc(True) =̂ B

negc(False) =̂ B

定数関数は，補関数として最も小さいものである．
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例 5.11 (規則識別のための構成子の除去). 例 5.5における関数 zip を考える．アルゴリズ

ムAlg-Scは関数 zipについて以下を返す．

zipc([], y) =̂ B1(y)
zipc(a : x, [ ]) =̂ B2(a, x)
zipc(a : x, b : y) =̂ zipc(x, y)

これは，zipの極小の補関数の一つである．上の zipcの定義において，アルゴリズムAlg-Sc

により，第三規則を識別するための構成子が取り除かれている．

アルゴリズムAlg-Scには次の二つの利点がある．一つ目の利点は，導出される補関数が

元の関数と同じ形式をしていることである．このため，組化 [HITT97,Chi93]が必ず成功す

ることが保証される．二つ目の利点は，後に更新の反映可能性検査器の導出の議論が示すよ

うに，逆方向変換の定義域が取り扱いやすいクラスであることである．

5.4 逆方向変換の導出

順方向変換 f に対し，補関数 f cが得られた後は，第 3章の式 (RFL)に基づき，補関数不

変の逆方向変換 fBを以下のように構成できる．

fB(s, v) =̂ 〈f, f c〉−1(v, f c(s))

つまり，〈f, f c〉と 〈f, f c〉−1が効果的に求まれば，逆方向変換も効果的に求まる．

関数 hが

h(x) = (f(x), g(x))

の形式で定義されている場合において，hの逆関数を求めるのにfとgを組化 [HITT97,Chi93]

することが効果的であることが知られている [Epp85,GK05]．そのため，我々はまず，組化

を行い，その後逆関数の導出を行う．これらのステップはともに自動的に行うことができる．

5.4.1 組化：関数 〈f, f c〉のプログラムの導出

関数 fst に対し，Alg-Scは関数 fstc(x, y) =̂ yを求める．逆方向変換の導出のために求め

たいのは，

h(x) = (fst(x), fstc(x))

となる関数 hの逆関数である．ところが，一般には hの逆関数を直接求めるのは容易では

ない．なぜなら，fst も fstcも単射ではないため，これらの関数に対し個別に逆関数を与え

ることはできないためである．また，逆写像は定義できるものの fst−1(v))の値も fstc−1(v)

の値も集合になるため，集合の積を計算し，また得られた積の中から唯一の元を得なければ

ならない．これは集合がともに正規木言語で記述される場合には実行可能であることが知ら
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れている [CDG+97]．しかし，言語Vdlでは，関数が複数個の引数を取ることを許してい

るため，関数の値域は正規木言語よりも複雑になる．たとえば，以下の関数 f の定義域は右

の子の深さと左の子の深さが同じである木であるが，これは正規木言語ではない．

f(C(x, y)) =̂ g(x, y)
g(Z, Z) =̂ Z

g(S(x), S(y)) =̂ S(g(x))

そのため，我々は組化 [HITT97,Chi93]によりプログラムを変換することで，逆関数の導

出のしやすい関数へと変換する．たとえば，fst と fstcとを組化すると以下を得る．

〈fst , fstc〉(x, y) =̂ (x, y)

上の関数 〈fst , fstc〉(x, y)は単射でない関数を呼び出していないため，その逆関数の導出は組

化前と比べ簡単である．

組化は，組化したい関数同士の再帰が同じ形式をしているとき，必ず成功することが知ら

れている．すなわち，それぞれのにおいて対応している関数同士が同じパターンを用い，同

じ引数で呼び出されることである．我々は，逆関数の導出を容易にするために関数とその補

関数を組化したい．アルゴリズムAlg-Scの導出する補関数は，非単射な関数については，

関数とその補関数が必ず同じ形をしている．なお，単射な関数についてはそもそも組化をす

る必要がないことに注意する．

もう少し複雑な例として，例 5.5の関数 zip と Alg-Scの導出する例 5.11の補関数 zipc

を組化し，関数 〈zip, zipc〉の定義を求めることを考える．関数 zip（zipc）は第三規則おい

て zip（zipc）を再帰的に呼んでいる．よって，〈zip, zipc〉を用いてこれらの関数呼出を書き
直すと，〈zip, zipc〉の返り値の第一要素と第二要素を得るための構文が必要になる．我々は，
これを表現するのに let束縛を用いる．すなわち，〈zip, zipc〉の第三規則を以下のように求
める．

zip(a : x, b : y) =̂ Pair(a, b) : zip(x), zipc(a : x, b : y) =̂ zipc(x)
↓

〈zip, zipc〉(a : x, b : y) =̂ let (s, t) =̂ 〈zip, zipc〉(x) in (Pair(a, b) : zip(x), t)

関数 zipと補関数 zipcに組化を適用すると以下が得られる．

〈zip, zipc〉([], y) =̂ ([], B1(y))
〈zip, zipc〉(a : x, [ ]) =̂ ([ ], B2(a, x))
〈zip, zipc〉(a : x, b : y) =̂ let (s, t) =̂ 〈zip, zipc〉(x, y) in ((a, b) : s, t)

元の関数とAlg-Scにより導出された補関数とを組化すると，組化後の関数定義規則におい

て全ての変数は必ず一回使用されるようになる．また，関数の出力が関数の入力になること

がないという意味で，組化後も関数は treelessである．さらに，Alg-Scの定義から，全て

の関数について，そのそれぞれの規則の右辺式の値域は互いに異なる．
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e ⇓ v

σ(e) ⇓ σ(v)
Con

∃f(−→p ) =̂ let {(−→yi ) =̂ gi(−→xi)}i∈{1,...,n} in (−→q ),∃θ. −→p θ = −→v
gi(−→xiθ) ⇓ −→wi, η := {xij 7→ wij | (xi1, . . . , xini) = −→xi , (wi1, . . . , wini) = −→wi}

−→u = (−→q η)θ
f(−→v ) ⇓ −→u

Fun

図 5.6. letを含むVdlの意味

もう少し形式的に述べると，組化後の関数を表現するために，我々は以下のように言語

Vdlに letを追加する．

rule ::= · · ·

| f(p1, . . . , pn) =̂ let (y1, . . . , yk) =̂ g(x1, . . . , xm)
. . .

(y′1, . . . , y
′
k′) =̂ g′(x′

1, . . . , x
′
m′)

in (e1, . . . , em)

簡便のため，上で e1, . . . , enは関数呼出を含まない，つまりパターンと同じ構造をしている

とする．なお，let束縛の左辺で二つ組以外の組が現れているのは，単射な関数やこの形式

で記述される関数の逆関数も統一的にこの形式で扱うためである．拡張されたVdlの意味

は，元のVdlの意味の自然な拡張で与えられる．図 5.6に拡張されたVdlの意味を示す．

組化の詳細なステップや正当性について議論することは我々の論文の目的ではない．参考

までに，言語Vdlで記述された順方向変換とAlg-Scの導出する補関数に対する組化のア

ルゴリズムを以下に示す．

アルゴリズム 5.3 (組化).

入力： 順方向変換を記述プログラム P（letを含まない）．

出力： 順方向変換とその補関数を組化した関数を記述するプログラム PM．

手続き：

1. 補関数を記述するプログラム PcをAlg-Scにより得る．.

2. 非単射な関数 gと，そのそれぞれの規則 rについて次を繰り返す．

(a) 規則 rcを補関数における規則 rに対応する規則であるとする．

(b) 規則 rと規則 rcを以下の形式であるとする．

r = g(−→p ) =̂ C[
−→
t ,−→u ,−→x ]

rc = f c(−→p ) =̂ C′[
−→
t′ ,

−→
x′ ]

ここで
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• −→
t ：非単射な関数呼出 g1(−→y1), . . . , gn(−→yn),

• −→
t ′：補関数の関数呼出 g1

c(−→y1), . . . , gn
c(−→yn),

• −→u：単射な関数呼出 f1(−→z1), . . . , fm(−→zm).

である．

(c) 新規の変数 ti, t′i, uj（i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . ,m}）を準備する．
(d) 規則 rMを以下の通りに構成する．

〈r, rc〉 = 〈g, gc〉(−→p ) =̂ let {(ti, t′i) =̂ 〈gi, gi
c〉(−→yi )}i∈{1,...,n}

{uj =̂ fj(−→zj )}j∈{1,...,m}

in (C[−→t ,−→u ,−→x ], C′[
−→
t′ ,

−→
x′ ])

3. 単射な関数 f と, そのそれぞれの規則 rについて, 規則 r′を上と同様に以下のように

構成する．

r′ = f(−→p ) =̂ let {uj =̂ fj(−→zj )}j∈{1,...,m} in C[−→u ,−→x ]

4. 生成された規則 rMと規則 r′を集め，プログラム PMを構成する．

5.4.2 逆関数の導出：〈f, f c〉−1の計算

前小節の議論より我々は 〈f, f c〉を表現するプログラムを得た．次に，我々は 〈f, f c〉−1を

導出する．ここでは，もっとも基本的な逆関数導出手法である，左右の入れ換えによる逆関

数の導出を行う．

アルゴリズム 5.4 (組化後の逆関数の導出).

入力： letの入ったプログラム P = (Σ, Q,R)．

出力： letの入ったプログラム P−1 =
(
Σ,

{
f−1 | f ∈ Q

}
, R′)．

手続き：プログラム中のそれぞれ規則 r ∈ R

r = f(−→p ) =̂ let {−→yi =̂ fi(−→xi)}i∈{1,...,n}
in (−→e )

に対し，規則 r′ ∈ R′を以下の通りに構成する．

r−1 = f−1(−→e ) =̂ let {−→xi =̂ f−1
i (−→yi )}i∈{1,...,n}

in (−→p )

定理 5.6 (正しさ). 上の逆関数導出は正しい．つまり，プログラム P から上の逆関数導出
によりプログラムP−1が求まったとすると，P 中の関数記号 f とそれに対応するP−1中の

関数記号 f−1について，

f(−→v ) ⇓ −→u ⇔ f−1(−→u ) ⇓ −→v

となる．
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証明. 対称性より，片方 (⇒)のみを#FunDepth(f(−→v ))についての帰納法により示す．こ

こで，#FunDepth(e)は，式 eを評価するのに使用したFun規則の数を e ⇓ vの証明木に

沿って縦に数えたもの最大値，つまり深さを表す．

なお，我々は証明において，左辺に出現する変数は右辺で必ず一回出現することのみを用

い，f が単射であることを用いない．

基底：#FunDepth(f(−→v )) = 0．

このとき，規則

f(−→p ) =̂ −→q

で，代入 θに対し−→p θ = −→v となるものが存在する．このとき，f(−→p θ) ⇓ −→q θとなる．また，

規則

f−1(−→q ) =̂ −→p

が存在するため，f−1(−→q θ) ⇓ −→p θとなる．

帰納：#FunDepth(f(−→v )) > 1．

このとき，規則

f(−→p ) =̂ let {−→yi =̂ fi(−→xi)}i∈{1,...,n}
in (−→q )

で，代入 θ に対し −→p θ = −→v となるものが存在する．ここで，f(−→p θ) ⇓ −→u より，各 i ∈
{1, . . . , n}について−→wiを fi(−→xiθ) ⇓ −→wiとおき，代入 ηを各 i ∈ {1, . . . , n}について−→yi η = −→wi

となるように定めると，(−→q η)θ = −→u となる．さて，このとき対応する規則

f−1(−→q ) =̂ let {−→xi =̂ fi
−1(−→yi )}i∈{1,...,n}

in (−→p )

が存在する．このとき，−→q ζ = −→u となる ζ = θ ◦ η が存在する．各 i ∈ {1, . . . , n}につい
て，fi(−→xiθ) ⇓ −→yi ζ となることから，帰納法の仮定より，fi

−1(−→yi ζ) ⇓ −→xiθとなる．ここで，

代入 ξを，各 i ∈ {1, . . . , n}について−→xiξ = −→xiθとなるように定めると，vars(θ)∪ vars(η) =

vars(ζ) ∪ vars(ξ)より，

(−→p ζ)ξ = −→p θ＝−→v

となる．よって，

f(−→q ζ) ⇓ (−→p ζ)ξ

であるため，

f(−→q ζ) ⇓ −→v

である．
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関数記号 f の意味が関数であること，f が決定的に評価されることは異なることに注意す

る．実際，左右を入れ換えることにより得られる逆関数のプログラムは．決定的なものであ

るとは限らない．たとえば，単射な関数

snoc([], b) =̂ b : [ ]
snoc(a : x, b) =̂ let t =̂ snoc(x, b) in a : t

に対し，左右の入れ替えによって逆関数を作成すると以下を得る．

snoc−1(b : [ ]) =̂ ([ ], b)
snoc−1(a : t) =̂ let (x, b) =̂ snoc−1(t) in (a : x, b)

このプログラムは，左辺のパターン b : [ ]と a : tに重なり，たとえば入力 1 : []に対しど

ちらの規則を使用してよいかわからないため，非決定的である．この非決定性は，先読み

（look-ahead）[Eng77]を用いることにより，避けることができる．

5.4.3 逆方向変換の構成

第 3章の式 (RFL)に基づき，もし順方向変換 f が単射であれば，

fB(s, v) =̂ f−1(v)

により逆方向変換プログラム fBを構成し，もし順方向変換 f が単射でなければ，

fB(s, v) =̂ 〈f, f c〉−1(v, f c(s))

により逆方向変換プログラム fBを構成する．

定理 5.7 (振る舞いのよい逆方向変換の導出). 上記により得られる逆方向変換は振る舞いが

よい．

証明. 定理 3.3より，第 3章の式 (RFL)に基づき補関数から構成される逆方向変換は振る舞

いはよい．よって，補関数導出の正しさおよび組化された関数の逆関数の導出の正しさが言

えれば，主張を示すのに十分である．ところで，定理 5.5により補関数の導出は正しく，定

理 5.6より逆関数の導出は正しい．よって，主張は真．

5.5 更新の反映可能性判定器の導出

更新の反映可能性判定器は，逆方向変換を実行することなしに，与えられた更新がソース

に反映できるかどうかを判定する．順方向変換に対し，導出された逆方向変換は以下である．

fB(s, v) =̂ 〈f, f c〉−1(v, f c(s))
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そのため，関数 f とその補関数 f c について，最初のソース s が与えられれば，我々は，

(v, f c(s))が 〈f, f c〉の値域に入っているかどうかを判定することで，f(s)から vへの更新が

反映可能かどうか知ることができる．また，上の逆方向変換は補関数値不変の逆方向変換に

より定義されたものである．そのため，vへの更新が反映可能かどうかは，更新反映を通し

て変わることがない．よって，更新の反映可能性判定器は，最初のソースについて一度導出

してしまえば更新反映を通して使用できるため，実際に逆方向変換を実行するよりも効率が

改善できることが期待される．

更新の反映可能性判定器を以下の正規木文法により定める．ただし，第 4章に示した定義

とは異なり，ここでは，

A → C[A1, . . . , An]

といった形式の生成規則も許す．この形の生成規則が入ることによって，文法の表現力が変

化することはない．なぜならば，この形の規則は適切に非終端記号を導入することによって

正規木文法の通常の規則に分解できるためである．

定義 5.1 (更新の反映可能性検査器). プログラム P = (Σ, Q, )にAlg-Scを適用すること

でプログラム Pcを得たとする．また，これらの上の順方向変換とその補関数について組化

を適用し，プログラムPMを得たとする．順方向変換 f に対する補関数 f cの値域の元 t0に

ついて，更新の反映可能性検査を行うための正規木文法GUV = (Σ, N ′, R′)を以下で定める．

• N ′ = {Any} ∪ {Tf | f ∈ Q} ∪ {T t
〈f,fc〉 | f ∈ Q, tは t0の部分木 }

• R′は以下の規則のみを含む．

– それぞれの C ∈ Σに対し，

Any ∗→ C(Any , . . . ,Any) ∈ R′

である．

– それぞれの単射な順方向変換の規則

f(−→p ) =̂ C[f1(−→x1), . . . , fn(−→xn),−→x ] ∈ R

に対し，

Tf → C[Tf1 , . . . , Tfn ,
−−→
Any ] ∈ R′

である．

– それぞれの組化された関数の規則

〈g, gc〉(−→p ) =̂ let {(ti, t′i) =̂ 〈gi, gi
c〉(−→yi )}i∈{1,...,n}

{uj =̂ fj(−→zj )}j∈{1,...,m}

in (C[
−→
t ,−→u ,−→x ], C′[

−→
t′ ,

−→
x′ ])
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について，t0の部分木 t′′である代入 θにより t′′ = C′[
−→
t′ ,

−→
x′ ]θを満たすものにつ

いて，

T t′′
f → C[

−−−→
T t′θ
〈g,gc〉,

−→
Tf ,

−−→
Any ] ∈ R′

である．

上の定義において，Tf とAny は，5.3.2節の Tf とAny と同じ意味を持つ．つまり，Any

はΣから構成される全ての木を表し，Tf は関数 f の値域を表す．また，T t
〈f,fc〉

∗→ vである

ことは，ある sについて 〈f, f c〉(s) = (v, t)となることを表している．

定理 5.8 (反映可能性検査の正しさ). 定義 5.1の正規木文法GUVにおいて，T t0
〈f,fc〉

∗→ vで

あることと，(v, t0) ∈ ran(〈f, f c〉)であることは同値である．

証明. 以下の主張を示す．

t0の部分木v′について，T v′

〈f,fc〉
∗→ vであるならば，かつそのときに限り，(v, v′) ∈

ran(〈f, f c〉)となる．

証明において，単射な関数 f に対し，[[Tf ]]が関数 f の値域を示すことを仮定する．

「そのときに限り」． 今，〈f, f c〉(−→v0) ⇓ (v, v′)であったとする．このとき，T t
〈f,fc〉

∗→ vとな

ることを#FunDepth(〈f, f c〉(−→v0))に関する帰納法により示す．

基底：#FunDepth(〈f, f c〉(−→v0)) = 0．

このとき，規則

〈f, f c〉(−→p ) =̂ (C[−→x ], C′[
−→
x′ ])

で，代入 θに対し，−→p θ = −→v0 となるものが存在する．また，このとき，v = C[−→x θ]であり，

v′ = C′[
−→
x′θ]である．文法GUVの定義より，GUVは以下の生成規則を含む．

T v′

〈f,fc〉 → C[Any , . . . ,Any ]

これより，v = C[−→x θ]でありかつ全ての k ∈ {1, . . . , |−→x |}に対しAny ∗→ xkθであるため，

T v′

〈f,fc〉 → C[Any , . . . ,Any ] ∗→ v

が成り立つ．
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帰納：#FunDepth(〈f, f c〉(−→v0)) > 0．

このとき，規則

〈f, f c〉(−→p ) =̂ let (ti, t′i) =̂ 〈g, gc〉i(−→yi ) i ∈ {1, . . . , n}
uj =̂ fj(−→zj ) j ∈ {1, . . . ,m}

in (C[
−→
t ,−→u ,−→x ], C′[

−→
t′ ,

−→
x′ ])

で，代入 θと ηに対し，

−→p θ = −→v0

〈gi, gi
c〉(−→yi θ) ⇓ (wi, w

′
i) i ∈ {1, . . . , n}

fj(−→zj θ) ⇓ vj j ∈ {1, . . . ,m}

(C[
−→
t η,−→u η,−→x θ], C′[

−→
t′ η,

−→
x′θ]) = (v, v′).

となるものが存在する．文法GUVの定義より，GUVは以下の生成規則を含む．

T v′

〈f,fc〉 → C[
−−−→
T t′θη
〈g,gc〉,

−→
Tf ,

−−→
Any ]

ここで，Tfj

∗→ vj = ujη（j ∈ {1, . . . ,m}）かつ Any ∗→ xkθ（k ∈ {1, . . . , |−→x |}）である．
よって，全ての i ∈ {1, . . . , n}に対し，〈gi, gi

c〉(−→yi θ) ⇓ (wi, w
′
i)が成り立つことから，帰納

法の仮定により，T
w′

i

〈gi,gi
c〉

∗→ wi = tiηである．また，
−→
t′ θη =

−→
t′ η =

−→
w′が成り立つ．よって，

T v′

〈f,fc〉 → C[
−−−→
T t′θη
〈g,gc〉

∗→ C[
−→
t η,−→u η,−→x θ] = v

となる．

「ならば」． 今 T v′

〈f,fc〉
∗→ vであったとする．このとき，−→v0 が存在し 〈f, f c〉(−→v0) ⇓ (v, v′)

となることを，生成関係 ∗→に関する帰納法により示す．

基底： ∗→ = →．

このとき，GUVは生成に

T v′

〈f,fc〉 → C[]

という生成規則を使用したことが言える．つまり，v = C[]である．このことから，上の生

成規則に対応したプログラムの規則

〈f, f c〉(−→p ) =̂ (C[], C′[
−→
x′ ])

と代入 θ

v′ = C′[
−→
x′ ]θ.

が存在する．よって，−→v0 を−→v0 = −→p θとして定めると，〈f, f c〉(−→v0) ⇓ (v, v′)となる．
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帰納： ∗→ = →◦ ∗→．

このとき

T v′

〈f,fc〉 → C[
−−−→
T t′θ
〈g,gc〉,

−→
Tf ,

−−→
Any ] ∗→ v

であったとする．このとき上の生成規則に対応するプログラムの規則

〈f, f c〉(−→p ) =̂ let (ti, t′i) =̂ 〈g, gc〉i(−→yi ) i ∈ {1, . . . , n}
uj =̂ fj(−→zj ) j ∈ {1, . . . ,m}

in (C[
−→
t ,−→u ,−→x ], C′[

−→
t′ ,

−→
x′ ])

と代入 θ

v′ = C′[
−→
t′ ,

−→
x′ ]θ

が存在する．ここで，vは C[−→w ,−→v ,−→s ]という形式をしていて v′は C′[
−→
w′,

−→
s′ ]という形式をし

ている．ただし，
−→
w′ =

−→
t′ θ,

−→
s′ =

−→
x′θであり，全ての i ∈ {1, . . . , n}に対しT

w′
i

〈gi,gi
c〉

∗→ wiであ

り，また，全ての j ∈ {1, . . . ,m}に対し Tfj

∗→ vjである．このとき，任意の j ∈ {1, . . . ,m}
に対し，Tfj

∗→ vj より，代入 ηj が存在して fj(−→zj σj) ⇓ vj となることが言える．また，任

意の i ∈ {1, . . . , n}に対し，帰納法の仮定より，T
w′

i

〈gi,gi
c〉

∗→ wi より，代入 σj が存在して

〈gi, gi
c〉(−→yi σi) = (wi, w

′
i)となる．このとき，代入 τ を以下で定義する．

τ(x) =


ηj(x) if x ∈ {−→zj }
σi(x) if x ∈ {−→yi}
θ(x) if x ∈ {

−→
x′}

sk if x = xk ∈ {−→x }

この τの定義は，well-definedである．なぜなら，Vdlの let束縛は affineであるためである．

（実際には affineより強く linear）．よって [[〈f, f c〉]](−→p τ) = (C[−→w ,−→v ,−→s ], C′[
−→
w′,

−→
s′ ]) = (v, v′)

が成り立つ．

いくつかの更新の反映可能性検査器の導出に対し，いくつかの例を示す．以下の例におい

て，反映可能性を表現する正規木文法のうち，必要のない非終端記号は除いてある．

例 5.12. 本章冒頭（5.1節）の append とその補関数 appendcについて考える．もし，最初

のソースが

(s1, s2) = ([True, False], [ ])

であったとすると，ビューは append(s1, s2) = [True, False]となる．また，このとき補関数

の値は，append c(s1, s2) = B2(B2(B1))となる．
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このとき，更新の反映可能性を表現する正規木文法は以下の生成規則を持つ．

Any → True Any → False

Any → [ ] Any → Any : Any
T

B2(B2(B1))
〈append ,appendc〉 → Any : T

B2(B1)
〈append ,appendc〉

T
B2(B1)
〈append ,appendc〉 → Any : TB1

〈append ,appendc〉
TB1

〈append ,appendc〉 → Any

ここで，直観的には，非終端記号 T
B2(B2(B1))
〈append ,appendc〉は長さ 2以上のリストを生成する．よっ

て，更新後のビューは必ず長さ 2以上のリストでなければならない．

例 5.13. 以下に定義される関数 filter を考える．

filter([]) =̂ [ ]
filter(A1 : x) =̂ A1 : filter(x)
filter(A2 : x) =̂ A2 : filter(x)
filter(A3 : x) =̂ filter(x)

関数 filter について，以下の補関数を考える．

filter c([]) =̂ B1

filter c(A1 : x) =̂ B2(filter c(x))
filter c(A2 : x) =̂ B2(filter c(x))
filter c(A3 : x) =̂ B3(filter c(x))

この補関数は Alg-Scに適切な分割を与えることにより，導出することができる．最初の

ソースが

s = [A2, A3, A1]

であったとすると，ビューは filter(s) = [A2,A1] となる．また，このとき補関数の値は

filter c(s) = B2(B3(B2(B1))) となる．

このとき，更新の反映可能性を表現する正規木文法は以下の生成規則を持つ．

T
B2(B3(B2(B1)))
〈filter ,filterc〉 → t : T

B3(B2(B1))
〈filter ,filterc〉 t ∈ {A1, A2}

T
B3(B2(B1))
〈filter ,filterc〉 → T

B2(B1)
〈filter ,filterc〉

T
B2(B1)
〈filter ,filterc〉 → t : TB1

〈filter ,filterc〉 t ∈ {A1, A2}
TB1

〈filter ,filterc〉 → [ ]

ここで，直観的には，非終端記号 T
B2(B3(B2(B1)))
〈filter ,filterc〉 は長さが 2のリストで要素が A1か A2のど

ちらかであるものを生成する．よって，ビュー上の更新はリストの長さを変えてはいけない．
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5.6 例

本章の双方向化手法の全体像を確認するため，これまでの例よりも少し大きな例を示す．

以下の順方向変換 students は，学生と教授のリストから，学生のみを抽出する．

students([]) =̂ [ ]
students(Student(name, grade,major) : r)

=̂ Students(name, grade,major) : students(r)
students(Professor(name, position,major) : r)

=̂ students(r)

アルゴリズムAlg-Scにより，students に対し，我々は以下の補関数を導出する．

studentsc([]) =̂ B1

studentsc(Student(name, grade,major) : r)
=̂ B2(studentsc(r))

studentsc(Professor(name, position,major) : r)
=̂ B3(name, position,major , studentsc(r))

規則を識別するため，構成子B1, B2, B3が導入された．また，studentsの第三規則において変

数 name, position,majorは右辺に出現しないため，補関数の右辺に出現する．関数 students

と補関数 studentscに対し，組化を適用することで以下を得る．

〈students, studentsc〉([]) =̂ ([ ], B1)
〈students, studentsc〉(Student(name, grade,major) : r)

=̂ let (s, t) =̂ 〈students, studentsc〉(r)
in (Students(name, grade,major) : s,B2(t))

〈students, studentsc〉(Professor(name, position,major) : r)
=̂ let (s, t) =̂ 〈students, studentsc〉(r)

in (s,B3(name, position,major , t))

左右を入れ換えることにより，関数 〈students, studentsc〉の逆関数は以下の通りに得られる．

〈students, studentsc〉−1([], B1) =̂ []
〈students, studentsc〉−1(Students(name, grade,major) : s,B2(t))

=̂ let r =̂ 〈students, studentsc〉−1(s, t)
in Student(name, grade,major) : r

〈students, studentsc〉−1(s,B3(name, position,major , t))
=̂ let r =̂ 〈students, studentsc〉(s, t)

in Professor(name, position,major) : r

これらより，以下の逆方向変換 reflectstudents,studentsc を得られる．

studentsB =̂ 〈students, studentsc〉−1(v, studentsc(s))
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この逆方向変換は以下の関数 ρと等価な関数である．

ρ([], [ ]) =̂ [ ]
ρ(Student(name, grade,major) : r,Student(name ′, grade ′,major ′) : r′)

=̂ Student(name ′, grade ′,major ′) : ρ(r, r′)
ρ(Professor(name, position,major) : r, r′)

=̂ Professor(name, position,major) : ρ(r, r′)

よって，逆方向変換 studentsBにより，ビュー上で行った学生の名前の更新や専攻の更新を

ソースへと反映することができる．

最初のソースが以下であった場合を考える．

s = [Students(David,M2, ComputerScience), Professor(Emil, Professor, Mathematics)]

このとき，ビューは

students(s) = [Students(David, M2, ComputerScience)]

となる．もし，ビューを

v′ = [Students(David, M2, Mathematics)]

と更新した場合，逆方向変換 studentsBにより反映され，ソースは，

studentsB(s, v′)
= [Students(David, M2, Mathematics), Professor(Emil, Professor, Mathematics)]

となる．ところが，ビューに対し，ビューを [ ]へ更新するなど，挿入や削除を行うことはで

きない．

逆方向変換 studentsBにより反映可能なビューの変更先は，正規木文法で表現される．ビュー

v1, v2, v3を
v1 = B2(B3(Emil, Professor, Mathematics, B1))
v2 = B3(Emil, Professor,Mathematics, B1)
v3 = B1,

と置く．このとき，正規木文法

T v1

〈students,studentsc〉 → Students(Any ,Any ,Any) : T v2

〈students,studentsc〉
T v2

〈students,studentsc〉 → T v3

〈students,studentsc〉
T v3

〈students,studentsc〉 → [ ]

において，[[T v1

〈students,studentsc〉]]が，studentsBにより反映可能なビューの更新先を表す．た

とえば，T v1

〈students,studentsc〉
∗→ v′であるが，T v1

〈students,studentsc〉 6
∗→ [ ]である．
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5.7 まとめ

本章では，affineかつ treelessである一階の関数型言語で記述された順方向変換プログラ

ムに対し，プログラムの双方向化，つまり逆方向変換プログラム導出手法を提案した．提案

双方向化手法は，補関数 [BS81]の自動生成に基づくものであるため，導出された逆方向変

換は振る舞いがよいことが保証される．また，それに加え本章では，順方向変換プログラム

の単射性解析を用いることで，縮約順序おいてよりよい補関数を求めることができることを

示した．さらに，我々は，更新の反映可能性検査器の導出手法も与えた．反映可能性検査器

は正規木文法で与えられるが，正規木文法については様々なよい性質 [CDG+97]が知られ

ている．そのため，逆方向変換を実際に実行するよりも，効率よく反映可能な更新を判定で

きることが期待される．

5.8 問題点

本章の提案する双方向化の考え方自体は，たとえば，関数呼出のネスト

h(x) = f(g(x))

に対し，補関数を

hc(x) = (f c(g(x)), gc(x))

と定める3などのすることにより，より広いクラスのプログラムに適用することができる．た

とえば，この考え方により，挿入ソート

ins(a, b : x) =

{
a : b : x if a < b

b : ins(a, x) if a ≥ b

sort([]) = []
sort(a : x) = ins(a, sort(x))

に対し，以下の補関数を得ることができる．

insc(a, b : x) =

{
B1 if a < b

B2(ins(a, x)) if a ≥ b

sortc([]) = []
sortc(a : x) = insc(a, sort(x)) : sortc(x)

この補関数により得られる sortBは以下の挙動をする．

sortB([1, 3, 2, 4], [11, 12, 13, 14]) = [11, 13, 12, 14]
sortB([1, 3, 2, 4], [11, 12, 13]) = ⊥
sortB([1, 3, 2, 4], [11, 12, 13, 14, 15]) = ⊥

3結合子により双方向構成 [FGM+05,HMT04]における，双方向変換の合成と等価である．
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ただし，単純に考え方を適用するだけでは，効果的な逆方向変換が得られない場合がある．

たとえば，関数

h(x) = (fst(x), snd(x))

は単射であるが，

h(x) = (fst × snd)(dup(x))

と見て補関数を導出しても

hc(x) = (const., (snd × fst)(dup(x)))

となり，あまり小さなものが得られない．また，たとえば，関数

h(x) = append(x, [ ])

に対しても同様にあまり小さな補関数が得られない．

上で小さな補関数が得られない理由は，

h(x) = f(g(x))

のような関数に対する補関数

hc(x) = (f c(g(x)), gc(x))

の導出において，f cを定める際に f が gの値域についてどのように振る舞うかを考慮して

いないためである．たとえば，(fst × snd)は dupの値域では単射であるし，append も第二

引数が [ ]と固定長の場合には単射である．

以降の章の議論は，上の問題を，生垣の変換に限り部分的に解決するものである．生垣の

変換では，変換結果を連接することが多いため，第 6章で定める言語は append を基本的な

言語要素として含んでいる．これにより，append の引数の式の値域を利用して，append が

単射である場合を健全に判定することができる（第 8章）．また，第 6章は，dupのような

関数を直接表現するのではなく，組化後の関数の形式を利用することにより間接的に表現す

る．これにより，第 6章の言語で記述されたプログラムは letを含むが，第 8章では，本章

の議論はそのようなプログラムに対しても効果的に適用できることを示す．さらに，我々は

第 7章において，上のような hにおいて，gの値域が正規生垣言語で記述される際には，f

の，gの値域に特化した定義を求めることができることを示す．
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第 5章では，affineかつ treelessな一階の関数型言語Vdlで記述されたプログラムの双方

向化について議論した．本章では，言語をXMLなどの生垣の上の変換を記述できるように

拡張する．

本章では，どのようにして言語Vdlを拡張したかを述べ，続く第 7章では効果的な双方

向変換を導出するための前処理手法について述べ，本章の言語の上の双方向化については，

第 8章で述べる．

本章および第 8章において，複製の取り扱いについては文献 [松田 09]にて発表される予

定である．

6.1 Treeless制約の緩和

6.1.1 緩和の要請

XMLデータは，もちろん構成子からなる木の上でリストを用いて表現することもできる．

しかし，そのようにXMLデータを表現してしまうと，affineかつ treelessな言語では記述で

きる変換は非常に制限されるものになってしまう．たとえば，以下の論文様の構造のXML

<chapter>

<title>はじめに</title>

<p>あるデータを変換により，別のデータ . . . </p>

<p>双方向変換を例を . . . </p>

</chapter>

<chapter>

<title>関連研究</title>

<p>本章では，本論文に関連の深い研究 . . . </p>

<section>

<title>双方向変換</title>

. . .

</section>

</chapter> . . .
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を次のXHTML断片に変換することを考える．

<h1>はじめに</h1>

<p>あるデータを変換により，別のデータ . . . </p>

<p>双方向変換を例を . . . </p>

<h1>関連研究</h1>

<p>本章では，本論文に関連の深い研究 . . . </p>

<h2>双方向変換</h2>

. . .

ここで，ソースは章（<chapter>）の列であり，各章は章題（<title>），段落の列（<p>）

と節の列（<section>）をこの順で含む．また，各節は節題（<title>）とそれに続く段落

の列（<p>）を含む．

この変換は，上記入力を構成子により木により表現した場合には，affineかつ treeless言

語で記述するのは難しくなる．たとえば，章が章題，段落のリスト，節のリスト，を子に持

つ三引数構成子 Chapterで表現されているとすると，上の変換を達成するには関数定義規則

f(Chapter(title, paragraphs, secs) : chapters) = . . .

の右辺において

• 段落の列の変換結果

• 節の列の変換結果

• 再帰的な，章の列の変換結果

を一つの列にまとめなければならない．ところが，treeless制約のもとではリストの連接

append を変換結果に適用することはできない．また，ここで章が章題，段落のリスト，節

のリスト，を子に持つ三引数構成子 Chapterで表現されているとしたが，元々あるXML列

をどのように構成子に写像すればよいのかは自明ではない．

6.1.2 我々のアプローチ

我々は，XML列を構成子による木により扱うのではなく，第 4章で定めた生垣として扱

う．構成子による木の場合とは異なり，生垣において生垣同士の連接は生垣の構成要素であ

り treeless言語における「関数」ではない．そのため，生垣の変換においては，上の列に対

する三つの変換結果を連接することができる．また，パターンを拡張し正規生垣文法で記述

される型情報を用いることで適切に連接演算子を用いて生垣を分割することができる．たと
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えば，上に挙げた変換は以下の関数 c2x により表現できる．

data C =̂ (<chapter>(<title>(String) ¦ P ¦ S))∗

data S =̂ (<section>(<title>(String) ¦ P ))∗

data P =̂ (<p>(String))∗

c2x (ε) =̂ ε

c2x (<chapter>(<title>(t :: String) ¦ p :: P ¦ s :: S) ¦ r :: C)
=̂ <h1>(t) ¦ p ¦ s2x (s) ¦ c2x (r)

s2x (ε) =̂ ε

s2x (<section>(<title>(t :: String) ¦ p :: P ) ¦ r :: S)
=̂ <h2>(t) ¦ p ¦ s2x (r)

上の c2x において，演算子「¦」は前述の二つの意味で使用されている．右辺に出現する「¦」
は変換の c2x の結果や s2x の結果を連接により合成するために使用され，左辺に出現する

「¦」は生垣を複数の部分生垣に分割するのに使用されている．

6.2 Affine制約の緩和

まず，affine制約を緩和するにあたって，どのような点が問題になり，素朴に解決しよう

とするとどのような問題が出るかのについて述べる．以下の，言語Vdlで記述される関数

f と gにより定義される，関数 hを考える．

h(x) = (f(x), g(x))

関数 hは，Vdlで記述することができない．なぜなら，上の規則において変数 xが右辺で

二度出現しているため，affine制約に反するためである．ここで，hについて，f と gの単

射に着目すると，以下の三つの場合がある．

• 関数 f と gがともに単射である．

• 関数 f と gのどちらかが単射である．

• 関数 f と gのどちらもが単射でない．

この一つ目と二つ目の場合については，問題は生じない．一つ目と二つ目の場合には，振る

舞いがよく最も効果的な hの逆方向変換を以下のように求められるためである（ここでは，

f が単射であったとする）．

hB(s, (v1, v2)) = f−1(v1) if g(f−1(v1)) = v2
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しかし，三つめの場合について，hの振る舞いがよく効果的な逆方向変換を得るのは難しく

なる．これを説明するのに，以下の二つの例を用いる．

unzip(x) = (mapFst(x),mapSnd(x))
where mapFst([]) = []

mapFst(Pair(a, b) : r) = a : mapFst(x)
mapSnd([]) = []
mapSnd(Pair(a, b) : r) = b : mapSnd(x)

divs(x) = (div2(x), div3(x))
where div2(x) = bx/2c

div3(x) = bx/3c
div2B(x, v) = 2 × v + (x mod 2)
div3B(x, v) = 3 × v + (y mod 3)

関数 unzipは綴じ合わされた組のリストを，リストの組へと分解する関数である．たとえば，

unzip([Pair(1, 2), Pair(3, 4)]) = ([1, 3], [2, 4])

である．関数 div は，入力となる整数を 2で割った商と 3で割った商とを組にしたものであ

る．ただし，割り切れない場合は余りを切り捨てる．たとえば，

divs(13) = (6, 4)

である．

6.2.1 悲観的な解決案

変数の複数回出現がある場合のもっとも簡単な取り扱いは，変数のそれぞれ出現を別の変

数として扱い逆方向変換を求めた後，その逆方向変換の結果に対し同じ変数に対応する値が

等しいかどうか検査する手法である．すなわち， dup(x) = (x, x)により，hを

h = (f × g) ◦ dup

と書き換え，(f × g)と dupを独立に双方向化する手法である．しかし，この解決案はあま

り効果的な逆方向変換を与えない．たとえば，この解決案に沿って得られる unzipの逆方向

変換は以下である．

unzipB(x, (v1, v2)) =

{
mapFstB(x, v1) if mapFstB(x, v1) = mapSndB(x, v2)
⊥ otherwise

しかし，mapFstBとmapSndBの自然な定義の下で，mapFstB(x, v1)とmapSndB(x, v2)が

等しくなるのは，(v1, v2) = unzip(x)となるときのみである．たとえば，以下の mapFstB

とmapSndBの動作は自然なものである．

mapFstB([(2, 3)], [x]) = [(x, 3)] mapSndB([(2, 3)], [y]) = [(2, y)]
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しかし，mapFstB([(2, 3)], [x]) = mapSndB([(2, 3)], [y])ならば，x = 2, y = 3となる，つま

り，([x], [y]) = uznip([(2, 3)])である．

商データ（quotient）を用いると，変数の複数回出現に対し，ある一つの変数出現以外に

対する更新を無視することができる [FPP08]．これは，unzipの場合は，たとえばリストの

各要素の第一要素への更新のみを反映することに相当する．これは，unzipの効果的な逆方

向変換として我々が望むものではない．

6.2.2 楽観的な解決案

HuらやMuらは [HMT04,MHT04a]，変数のそれぞれ出現を別の変数として扱い逆方向

変換を導出した後，同じの変数に対応する反映結果を併合するアプローチを取った．すな

わち，

h = (f × g) ◦ dup

について，(f × g)と dupを独立に双方向化する際，dupの逆方向の変換が柔軟に更新の併

合を行う．たとえば，Huらの手法 [HMT04]に基づく unzipの逆方向の変換は以下である．

unzipB(s, (v1, v2)) =


mapFstB(s, v1) if mapFstB(s, v1) = mapSndB(s, v2)
mapSndB(s, v2) if mapFstB(s, v1) = x

mapFstB(s, v1) if mapSndB(s, v2) = x

⊥ otherwise

ここで，我々は「逆方向変換」ではなく「逆方向の変換」という言葉を用いたのは，unzipB

が我々の言葉でいう逆方向変換ではないためである．この逆方向の変換の下では，unzipの

各リストの第一要素か第二要素のどちらかに対する更新は反映できるものの，どちらもが同

時に更新されている場合は反映できない．Muらは，更新を値にタグ付けし明示的に表現す

ることにより，もっと柔軟な更新反映を達成している．Muらの手法 [MHT04a,HMT08]に

基づく unzipの逆方向の変換は以下である．

unzipB(s, (v1, v2)) = mergeUpdate(mapFstB(s, v1),mapSndB(s, v2))

ここでmergeUpdateを適切に定めることにより，上の逆方向の変換 unzipBは unzipの値域

については振る舞いがよいものとなる．つまり，unzipBの定義を限定することにより，振

る舞いのよい逆方向変換になる．また，Muらは実際にmergeUpdateの一つの適切な定め方

を与えている．

しかし，divsに対しは，どちらの手法を用いた場合も，振る舞いのよい逆方向の変換が求

まらない．HuらおよびMuらの手法に従って得られる divs の逆方向の変換は以下である．

divsB(s, (v1, v2)) =


div2B(s, v1) if div2B(s, v1) = div3B(s, v2)
div3B(s, v2) if div2B(s, v1) = x

div2B(s, v1) if div3B(s, v2) = x

⊥ otherwise
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逆方向の変換 divsBの問題点について説明する．ソースが今 12であったとする．このと

き，更新 (6, 4) ½ (6, 5)の後に更新 (7, 5) ½ (6, 5)を適用することを考える．最初の更新

の後，

divsB(12, (6, 5)) = 15

であるため，ソースは 15に更新され，ビューは (7, 5)になる．そして，二つ目の更新の後

divsB(15, (6, 5)) = 13

であるため，ソースは 13に更新され，ビューは (6, 4)となる．この結果は問題である．な

ぜなら，更新の反映を通してソースが 12から 13に変更されているにも拘わらず，その変換

がビューから観測されないためである．これは，「副作用」，つまりビューの構築に関係ない

部分の変更であるため，我々の振る舞いのよさの要求に反する．

6.2.3 我々のアプローチ

既存の研究 [FGM+05,HMT04,MHT04a]は，変数の複数回出現とそれらの変数を走査す

る関数を分けて取り扱った．つまり，彼らは，h(x) = (f(x), g(x))と定義された関数 hに対

して，hBを fBと gBとを組み合わせることで定めた．しかし，このアプローチでは，順方

向変換プログラムにおいて変数の複数回出現があった場合に，効果的かつ振る舞いのよい逆

方向変換プログラムを定めるのは難しい．それに対し，我々は h(x) = (f(x), g(x))に対し，

hBを fBと gBから求めることをしない．我々は，hを変数の複数回出現のない形 h′に書き

直して，その上で h′の逆方向変換 h′
Bを求める．たとえば，以下は，前述の unzipを複数回

出現がない形で書いたものである．

unzip([]) = ([], [ ])
unzip(Pair(a, b) : r) = (a : r1, b : r2) where (r1, r2) = unzip(r),

この変数の複数回出現を含まない unzipの定義は，組化 [HITT97,Chi93]を適用することで

得られる．組化は，変数の複数回出現を効果的に削除するが，常に成功するとは限らない．

また，成功したとしても議論しやすいプログラムになるとも限らない．そのため，我々は組

化を直接導入するのではなく，組化後の，値の組を返す関数（多返値関数 [IHM08]）を考

える．

具体的には，我々は第 5章で組化後のプログラムを表現したのと同様に，letを用いる．言

語要素 letを導入することにより，我々は，組化後の関数を表現できるだけではなく，関数

の入力と出力を分離することができる．関数の出力を束縛する変数の複数回使用は問題がな

いことに注意する．なぜなら，treelessな言語において，それらは再び走査されることなく，

順方向変換の出力にそのまま現れるだけであるためである．
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program ::= prod1 . . . prodm rule1 . . . rulen (プログラム)
prod ::= data T =̂ t (型定義規則)
t ::= ε | σ(t) | t1 ¦ t2 | T (型)
rule ::= f(−→p ) =̂ e (関数定義規則)
e ::= let bind1 . . . bindn in (−→q ) (let式)
p ::= ε | σ(p) | p1 ¦ p2 | x :: T (パターン)
q ::= ε | σ(q) | q1 ¦ q2 | y | x (構成子式)
bind ::= (−→y ) =̂ f(−→x ) (let束縛)

ただし, x,−→x と y,−→y は変数, f は関数名, T は型名, σはラベルである．

図 6.1. 言語Vdl+ の構文

6.3 順方向変換記述言語Vdl+

これまでの議論から，我々は，連接演算子「¦」と多返値関数のための letを加えることに

より，言語Vdlを拡張する．本論文では，このVdlを拡張した言語をVdl+と呼ぶ．言語

Vdlで記述された関数の入力と出力は木であるに対し，言語Vdl+で記述された関数の入

力と出力は生垣である．

6.3.1 構文と意味

言語Vdl+の構文を図 6.1に示す．言語Vdl+の式は三つ組P = (G,Q,R)である．ここ

で，Gは正規生垣文法であり，プログラム中のパターンに出現する型を記述する．また，Q

は関数名の集合であり，Rは関数定義規則である．

プログラム P = (G,Q,R)においてGは型定義規則

data T =̂ t

の集まりにより記述される．これは，型定義規則 data T =̂ tは，G中の生成規則 T → tに

対応する．簡便のため，プログラムの例を示す場合においては，正規表現や，正規生垣文法

の枠を越える文法を用いる場合がある．たとえば，以下の型定義においては，正規表現の一

つであるKleene閉包 ∗が使用されていて，型名がラベルの直下や直右以外の位置に出現し

ている．
data C =̂ (<chapter>(<title>(String) ¦ P ¦ S))∗

data P =̂ (<p>(String))∗

data S =̂ (<section>(<title>(String) ¦ P ))∗

以降，集合の表現としても正規表現を用いる場合がある．
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関数を定義する規則は以下の形式をしている．

f(−→p ) =̂ let (−→y1) =̂ gi(−→x1)
...

(−→yn) =̂ gi(−→xn)
in (−→q )

ここで，−→p はパターンであり，−→q はラベル適用と変数使用しか含まない式である．また，
我々は規則について以下の二つの制約を課す．

• パターンに現れる変数については複数回使用を禁止する．すなわち，変数 −→x1, . . . ,
−→xn

は互いに異なる．

• 関数の出力が関数の入力になることはない．すなわち，変数の集合−→x1, . . . ,
−→xnと変数

の集合−→y1 , . . . ,
−→yn は互いに素である．

つまり，パターンに現れる変数は，以下のいずれかである．

• 規則の右辺（−→q ）にも，let束縛の右辺にも現れない．

• 規則の右辺（−→q ）で一回現れるものの，let束縛の右辺には現れない．

• 規則の右辺（−→q ）には現れないが，let束縛の右辺で一回現れる．

また，let束縛の左辺に現れる変数は，規則の右辺に 0回以上現れるが，let束縛の右辺には

現れない．簡便のため，変数パターンにおいて，型名だけではなく，x :: <a>∗のように型を

使用することがある．また，全てのΣ上の生垣を意味する型Any，すなわち [[Any ]]G = HΣ

となる非終端記号Any について，変数パターン x :: Any を単に xと書く．

第 4章，第 5章と同様に，言語Vdl+においても文脈の記法を用いる．文脈
−→C は，特殊

な変数 21, . . . , 2nを含む，パターン／式の列であり，
−→C 中のそれぞれの変数 2iを生垣 hi

で置き換えることにより得られるパターン／式の列を
−→C (h1, . . . , hn)と書く．木の場合と異

なり，
−→
C [h1, h2, . . . , hn] =

−→
h となる h1, . . . , hnは，

−→
C と

−→
h から一意に定まらない場合があ

ることに注意する．たとえば，
−→
C = 21 ¦ 22と h = <a>に対し，

−→
C [<a>, ε] = hとも書ける

し
−→
C [ε, <a>] = hとも書ける．

簡便のため，

f(−→p ) =̂ let . . . t =̂ g(−→x ) . . . in
−→C (t)

を

f(−→p ) =̂ let . . . in
−→C (g(−→x ))

と書くことがある．また，

f(−→p ) =̂ let in −→q
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を

f(−→p ) =̂ −→q

と書く．

プログラム中で，各式は一意な識別子を持っていると仮定する．式 eの識別子を#eによ

り表す．規則

r = f(−→p ) =̂ let {(−→yi ) =̂ fi(−→xi)}i∈{1,...,n}
in (−→q )

における未使用の変数の集合 lostvars(r)を

lostvars(r) =
((

vars(−→p ) \
∪

{−→xi}
)
∪ (

∪
{−→yi})

)
\ vars(−→q )

で定義する．

パターン −→p に出現する変数パターンを集めて得られる型環境を Γ−→p と書く．たとえば，

p = (x :: T, <t>(y :: T ′))について，Γp = {x 7→ T, y 7→ T ′}となる．代入 θを，第 5章の言

語Vdlのときと同様に，変数を生垣もしくは元と同じ変数に割り当てる関数であると定め

る．また，
−→
t θにより，式もしくはパターンに現れる変数 xを θ(x)で置き換えて得られる

式もしくはパターンを表す．ただし，パターンについては，パターン −→p 中に現れる全ての
変数について θ(x) ∈ [[Γ−→p (x)]]Gとなっている場合に限り，

−→p θと書く．パターン pに対し，

pに照合する全ての生垣を [[p]]P = {h | ∃θ. pθ = h}で表す．変数パターン x :: T について，

[[x :: T ]] = [[T ]]Gであることに注意する．プログラムPが文脈から明らかな場合 [[p]]Gを単に

[[p]]と書く場合がある．

本論文において，プログラムは決定的であると仮定する．すなわち，パターンマッチングは

一意である．形式的には，全てのパターンpについて，pθ = h = pηかつ dom(θ) = dom(η) =

vars(p)ならば，θ = ηであり，同じ関数の異なる二つの規則 f(−→p ) =̂ . . . と f(−→p ′) =̂ . . . に

対し，−→p θ = v = −→p ′ηとなる代入 θと ηは存在しない．前者は，全ての連接パターン p1 ¦ p2

について，[[p1]]P ‖ [[p2]]P であれば必要十分である．また，後者は同じ関数の異なる二つの

規則 f(−→p ) =̂ . . . と f(−→p ′) =̂ . . . に対し，[[−→p ]]P ∩ [[
−→
p′ ]]P ′ =̂ e′ = ∅であれば必要十分である．

たとえば，以下の関数 f と gはどちらも決定的ではない．

f(x :: <a>∗ ¦ y :: <a>∗) =̂ . . .

g(x :: <a>) =̂ . . .

g(x :: <a>∗ ¦ y :: <a>) =̂ . . .

言語Vdl+は図 6.2に示す値呼びの意味を持つ．図中で関係 e ⇓ vは，式 eが値 vに評価

されると読む．言語Vdlと同様に，式 eの型環境 Γにおける可能な評価結果を，式 eの Γ

における値域，ranΓ(e) = {v | eθ ⇓ v, vars(eθ) = ∅}で定める．また，プログラム P 中の関
数 f の意味を，

[[f ]]P (−→v ) =

{
u if f(−→v ) ⇓ −→u ,

⊥ otherwise.
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ε ⇓ ε
Eps

e ⇓ v

σ(e) ⇓ σ(v)
Con

e1 ⇓ v1 e2 ⇓ v2

e1 ¦ e2 ⇓ v1 ¦ v2
Cat

∃f(−→p ) =̂ let {(−→yi ) =̂ gi(−→xi)}i∈{1,...,n} in (−→q ),∃θ. −→p θ = −→u
gi(−→xiθ) ⇓

−→
ti , σ := {xij 7→ tij | (xi1, . . . , xini) = −→xi , (ti1, . . . , tini) =

−→
ti }

−→v = (−→q σ)θ
f(−→u ) ⇓ −→v

Fun

図 6.2. 言語Vdl+ の操作的意味

で定める．

今後の議論において，病的な場合を避けるために，プログラムに対しいくつかの仮定を置

く．一つは，ラベルの集合Σは少くとも一つのラベルを含む．つまり，順方向変換の入力の

集合HΣは二つ以上の元を持つとする．また，プログラムは全ての入力に対して未定義な関

数を含まないとする．たとえば，以下の関数 f は，全ての入力に対して未定義である．

f(x) =̂ f(x)

6.3.2 言語Vdl+の変換記述例

言語Vdl+で記述された変換のいくつかの例を示す．以下の例は，全て言語Vdlでは記

述できなかった例である．

例 6.1 (逆転). 以下の関数 reverse は入力の文字列を逆順にした文字列を返す．

reverse(ε) =̂ ε

reverse(x :: Char ¦ r :: Char∗) =̂ reverse(r) ¦ x

たとえば，列 kazutakaに reverse を適用すると，列 akatuzakが得られる．

ここで，我々は，全ての文字はラベルとしてエンコードされていると仮定している．

例 6.2 (別の逆転の定義). 以下も reverseRも，入力の文字列を逆順にした文字列を出力する．

reverseR(ε) =̂ ε

reverseR(r :: Char∗ ¦ x :: Char) =̂ x ¦ reverseR(r)

例 6.3 (鏡像). 以下の関数mirror は，入力の文字列と入力の文字列を逆転したものを連接

して返す．
mirror(ε) =̂ ε

mirror(x :: Char ¦ r :: Char∗) =̂ x ¦ mirror(x) ¦ x
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例 6.4 (完全二分木). 以下の関数 cbは，入力とする自然数から完全二分木を構成する．

cb(<z>) =̂ <tip>

cb(<s> ¦ r) =̂ letx =̂ cb(r) in <bin>(x ¦ x)

例 6.5 (目次の付与). 関数 tocは，c2x の結果に加え，目次を付与する．

data P =̂ (<p>(String))∗

data Sp =̂ (<section>(<t>(String) ¦ P ))+

toc(x) =̂ let (s, t) =̂ f(x) in <ul>(s) ¦ t

f(ε) =̂ (ε, ε)
f(<chapter>(<title>(x) ¦ p :: P ) ¦ r)

=̂ let (tocR, r′) =̂ f(r)
in (<li>(x) ¦ tocR, <h1>(t) ¦ p ¦ r′)

f(<chapter>(<title>(x) ¦ p :: P ¦ s :: Sp) ¦ r)
=̂ let (tocS , s′) =̂ g(s)

(tocR, r′) =̂ f(r)
in (<li>(x) ¦ <ul>(tocS ) ¦ tocR, <h1>(t) ¦ p ¦ s′ ¦ r′)

g(ε) =̂ (ε, ε)
g(<section>(<title>(x) ¦ p :: P ) ¦ r)

=̂ let (tocS , r′) =̂ g(s) in (<li>(x) ¦ tocS , <h2>(x) ¦ p ¦ r′)

関数 f の第二規則により，章が節を含まない場合に，子が空の <ul>を生成しないようにし

ている．たとえば，tocは入力

<chapter>

<title>chapterTitle1</title>

<p>para1</p>

<p>para2</p>

<section>

<title>sectionTitle2</title>

<p>para3</p>

</section>

</chapter>

<chapter>

<title>chapterTitle3</title>

<p>para4</p>

</chapter>
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に対し，次を返す．
<ul>

<li>chapterTitle1</li>

<ul>

<li>sectionTitle2</li>

</ul>

<li>chapterTitle3</li>

</ul>

<h1>chapterTitle1</h1>

<p>para1</p>

<p>para2</p>

<h2>sectionT itle2</h2>

<p>para3</p>

<h1>chapterTitle3</h1>

<p>para4</p>

例 6.6 (転置). ソースとして，以下のような，それぞれの学生ごとに，数学 <math>，物理

<physics>および化学 <chemistry>の点数を記録したものを考える．

<results>

<result>

<name>Alice</name>

<scores>

<math>72</math><physics>65</physics><chemistry>85</chemistry>
</scores>

</result>

<result>

<name>Bob</name>

<scores>

<math>96</math><physics>85</physics><chemistry>84</chemistry>
</scores>

</result>

<result>

<name>Charlie</name>

<scores>

<math>85</math><physics>97</physics><chemistry>62</chemistry>
</scores>

</result>

</results>
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以下の変換 result2scores

results2scores(<results>(x))
=̂ let (ms, ps, cs) =̂ f(r)

in <scores>( <math scores>(ms)
¦ <physics scores>(ps)
¦ <chemistry scores>(cs) )

f(ε) =̂ ε

f(<result>(<name>(n) ¦ <scores>(<math>(m) ¦ <physics>(p) ¦ <chemistry>(c))) ¦ r)
=̂ let (ms, ps, cs) =̂ f(r)

in ( <name>(n) ¦ <score>(m) ¦ ms,
<name>(n) ¦ <score>(p) ¦ ps,
<name>(n) ¦ <score>(c) ¦ cs )

は上記ソースから以下のビューを構築する．

<scores>

<math scores>

<name>Alice</name><score>72</score>
<name>Bob</name><score>96</score>
<name>Charlie</name><score>85</score>

</math scores>

<physics scores>

<name>Alice</name><score>65</score>
<name>Bob</name><score>85</score>
<name>Charlie</name><score>97</score>

</physics scores>

<chemistry scores>

<name>Alice</name><score>85</score>
<name>Bob</name><score>85</score>
<name>Charlie</name><score>62</score>

</chemistry scores>

</scores>

例 6.7 (文献の選り分け1). 以下の変換 bkref は，文献リストを <author>を持つ書籍と，

1変換 bkref は XML Query Use Cases（http://www.w3.org/TR/xquery-use-cases）の “XMP”-Q11を
簡略化したものである．元の変換においては，ソースは XML属性を含んでいるが，言語 Vdl+ は XML属性
を考えていない．
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<editor>を持つ文集に選り分ける．

data Author =̂ <author>(<last>(String) ¦ <first>(String))
data Authors =̂ Author ¦ Author∗

data Editor =̂ <editor>(<last>(String) ¦ <first>(String) ¦ <affiliation>(String))
data Editors =̂ Editor ¦ Editor∗

data Rest =̂ (<publisher>(String) ¦ <price>(String))
bkref (<bib>(r)) =̂ let (x, y) =̂ f(r) in <bib>(x ¦ y)
f(ε) =̂ (ε, ε)
f(<book>(<title>(t) ¦ as :: Authors ¦ p :: Rest) ¦ r)

=̂ let (x, y) =̂ f(r) in (<book>(<title>(t) ¦ as) ¦ x, y)
f(<book>(<title>(t) ¦ e :: Editors ¦ p :: Rest) ¦ r)

=̂ let (x, y) =̂ f(r)
a =̂ affil(e)

in (x, <reference>(<title>(t) ¦ a) ¦ y)
affil(ε) =̂ ε

affil(<editor>(<last>(n) ¦ <first>(m) ¦ <affiliation>(a)) ¦ r)
=̂ letx =̂ affil(r) in <affilication>(a) ¦ x

多返値関数により，このような変換を元データを二度操作することなしに書くことができる．

6.4 双方向化における問題

言語Vdl+で記述された順方向変換から，効果的な逆方向変換を導出するためには，い

くつかの問題を解決しなければならない．

6.4.1 式の値域および関数の単射性の文脈依存性

言語Vdlとは異なり，言語Vdl+において，関数自体の値域と，その関数を呼出してい

る関数呼出式の値域は異なりうる．たとえば，以下のプログラムにおいて，gの値域は <a>∗

であるが，f の右辺における gの関数呼出式の値域は <a>である．

f(x :: <a>) =̂ g(x)
g(x :: <a>∗) =̂ x

また，これにより，呼ばれる関数の単射性が異なる場合もある．たとえば，以下のプログラム

において，unifyAddress自体は単射ではないが，mainから呼び出される関数 unifyAddress
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は単射である．
data T = <email>(EmailText) | <tel>(TelNumber)

{- [[EmailText ]]と [[TelNumber ]]は互いに素 -}

main(x :: T ) =̂ unifyAddress(x)
unifyAddress(<email>(x)) =̂ <address>(x)
unifyAddress(<tel>(x)) =̂ <address>(x)

効果的な逆方向変換を求めるためには，文脈ごとに異なる関数呼出の値域や単射性をできる

だけ正確に把握したい．

この問題は，関数の定義域よりも引数の型のほうが小さい，つまり部分集合になっている

場合に起こる．したがって，素朴な解決策は，関数の定義域のよりも引数の型のほうが小さ

いような関数呼出を禁止することである．しかし，この解決策は以下の二つの理由により望

ましくない．

• 実際に変換プログラムを記述する場合に，関数の定義域のほうが引数の型より大き
いことはよくある．なぜなら，引数の型に対応した定義域を持つ関数を記述するの

は，しばしば，煩雑であり，また関数自体の再利用性を下げるためである．たとえば，

<a>, <b>, <c>, <d>を順不同一つずつ含む入力を処理したいとすると，この入力に対応

した定義域を持つ関数は，

f(<a> ¦ <b> ¦ <c> ¦ <d> =̂ . . .

f(<a> ¦ <b> ¦ <d> ¦ <c> =̂ . . .

. . .

f(<d> ¦ <c> ¦ <b> ¦ <a> =̂ . . .

 4! = 24個の規則

と煩雑なものになるが，もし，処理結果が要素の順序に依存せずまた要素ごとに処理

が記述できる場合には，より定義域の広い関数 f ′

data T =̂ (<a> | <b> | <c> | <d>)
f ′(ε) =̂ ε

f ′(a :: T ¦ x :: T ∗) =̂ g(a) ¦ f(x)
g(<a>) =̂ . . .

g(<b>) =̂ . . .

g(<c>) =̂ . . .

g(<d>) =̂ . . .

により簡潔に変換が記述できる．また，f ′は，<a>は複数個含んでもよいなどの入力

の仕様に多少の変更があった場合にも f ′のプログラムを変換せずに利用できるため，

再利用性が高く，仕様の変更に頑健である．

• 我々は，第 5章の終わりにおいて，

h(x) =̂ f(g(x))
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という形で定義される関数 hの補関数を

hc(x) =̂ (f c(g(x)), gc(x))

という形で求める場合において，f cを求めるのに，gの値域の情報を用いることを述

べた．もし，関数の定義域が引数の型より広くなることを許せば，

f ′(x :: OutputG) =̂ f(x)

のような形式で，f の補関数を求める際において，簡単に gの値域の情報（OutputG）

を与えることができる．

第 7章では，関数を引数に対し特化することにより，プログラムを，関数の値域と関数呼出

式の値域が一致するプログラムに変換することでこの問題を解決する．

6.4.2 値域の重なりの判定

言語Vdl+で記述された関数の値域は，正規生垣文法によりも複雑になる．これにより，

言語Vdlでは式同士の値域の重なりの判定が決定可能であったの対し，言語Vdl+におい

ては式同士の値域の重なりの判定が決定不能になる（第 8章 8.1.1節）．つまり，式同士の

値域に重なりがあるかどうかを厳密に判定するアルゴリズムは存在しない．また，プログラ

ムが多返値関数がなく連接演算子を含む場合も，連接演算子がなく多返値関数を含む場合も

ともに式同士の値域に重なりがあるかどうかは一般には決定不能であることを示すことがで

きる．そのため，我々は式同士の値域の重なりを判定するために，値域を，式同士の値域の

重なりが判定可能である集合により近似したり（第 8章 8.1.2節），また，止まらない場合

のある手続きにより値域の重なり探索し適宜探索を打ち切ったり（第 8章 8.3節）する．
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前章の言語Vdl+で記述されたプログラム対し，第 5章のVdlに対する議論を直接適用

したのでは，あまり小さい補関数が得られない場合がある．これは，Vdl+ では，変数パ

ターンが x :: T のように型を含むため，関数呼出式の値域と関数の値域は異なる場合がある

ためである．例として，次のプログラムを考える．

data T = <email>(EmailText) | <tel>(TelNumber)
{- [[EmailText ]]と [[TelNumber ]]は互いに素 -}

main(x :: T ) =̂ unifyAddress(x)
unifyAddress(<email>(x)) =̂ <address>(x)
unifyAddress(<tel>(x)) =̂ <address>(x)

上のプログラムにおいて，unifyAddress 関数の値域は，

ran(unifyAddress) = {<address>(h) | h ∈ HΣ}

であるが，main 関数の右辺に出現する式 unifyAddress(x)の値域は

ran{x→T}(unifyAddress(x)) = {<address>(h) | h ∈ (EmailText ∪ TelNumber)}

と，ran(unifyAddress)とは異なる．また，unifyAddress はそれ自身は単射関数ではないが，

入力が T に制限された関数 unifyAddress|T は単射となる．
我々の目標の一つは，縮約順序（第 3章，定義 3.8）においてより小さい補関数を求める

ことである．よって，関数 f の定義域を T に制限した関数 f |T に対し，以下を議論したい．

• f |T の値域，つまり，ran(f |T ) = ran{x→T}(f(x))の推定．

• f |T が単射であるかどうか．

そのため，我々は，関数 f を型 T に特化し f |T の定義規則を求めることを考える．たと
えば，unifyAddressとその関数呼出 unifyAddress(x)における xの型 T に対し，以下の関数

定義規則を求める．

unifyAddress|T (<email>(x :: EmailText)) =̂ <address>(x)
unifyAddress|T (<tel>(x :: TelNumber)) =̂ <address>(x)

そこで，本章では，正規生垣文法という型 T の構造に基づき，Vdl+で記述された関数 f

から，その定義域を T に制限した関数 f |T を自動的に求める手法を提案する．本手法は以
下の特徴を持つ．
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• 提案手法は，関数 fを完全にT に特化する．すなわち，特化された後では，dom(f |T ) =

dom(f)∩ [[T ]]となる．このことにより，関数呼出と関数の値域を区別せずによくなる

ため，正確に式の値域を求めることができるようになる．

• 提案手法の停止性が保証できる．変換が停止するかどうかは，プログラム変換におい
て重要な関心毎の一つである．提案手法は，全ての関数を完全に特化するにもかかわ

らず，必ず停止する．

本節は次の通りに構成される．まず 7.1節において，本章の提案する特化手法の関連研究

を述べる．次に 7.2節において，提案する特化手法のアイデアと素朴な実現における問題に

ついて述べる．続く 7.3節では，言語Vdl+で記述されたプログラムに対する具体的な特化

手法を示し，提案する特化アルゴリズムが満たすいくつかの性質を示す．そして 7.4節にお

いて，本手法の拡張について述べる．最後に 7.5節において，本章の内容を取り纏める．

本章の内容は，文献 [MHT09]にて発表された．また，本章の内容のプロトタイプ実装が

http://www.ipl.t.u-tokyo.ac.jp/~kztk/sp/にある．

7.1 関連研究

本章で提案する型に基づく関数の特化手法に関連する研究について述べる．

本章で我々の提案する特化手法は，木変換器の厳密な型推論 [MPS07]において使用され

た前処理の拡張である．我々の特化手法と彼らの特化手法の主な違いは以下の二点である．

一つ目は，我々は x :: <a>∗ ¦ y :: <b>のような連接パターンを許すことである．二つ目は，

我々の特化手法は決定的（deterministic）なプログラムを導出することである．

また，提案する特化手法において，我々は，パターンがある型に制限された場合のそのパ

ターンに出現する変数の型の推論と同様なことを行っている．我々が特化において使用して

いる型推論は，対象言語が制限されているため，既存の手法 [BCF03,Hos03,HP03]よりも

正確である．このパターン中の変数の型の推論が正確あることは，特化手法が完全に関数を

特化することを保証する上で重要である．

XML変換において，型に基づくパターンマッチの最適化についての研究がいくつかあ

る [Fri04,LP05]．彼らも，型に基づいて「特化」を行っていると言える．しかし，我々の特

化と彼らの特化は多くの点で異なっている．まず，我々の目的は，関数 f と型 T から関数

f |T の定義を求めることであるのに対し，彼らの目的は，パターンマッチの効率的な評価手
法を与えることにある．次に，我々はパターンの関数呼出を特化するがパターンマッチ自体

は特化しないのに対し，彼らはパターンマッチ機構をコンパイルことにより特化するが関数

呼出に対しては何もしない．また，我々の特化手法において，7.2節の reverse に見るよう

に，再帰関数の同じ関数呼出式を別の型により特化することがあるのに対し，彼らの手法で

は入力の型は予め与えられ，再帰毎に特化の対象となる型が変わることはない．なお，パ
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ターンの表現力は，我々が対象とするVdl+よりも，彼らが議論の対象としている言語のほ

うが表現力が真に大きい．

7.2 提案手法のアイデア

ここでは，提案する型に対する関数の特化手法のアイデアと，単純な特化の実現の問題点

について述べる．

7.2.1 アイデア

提案する特化手法の基本的なアイデアは単純である．つまり，以下のように，関数呼出時

の引数の型 T1, . . . , Tnに対して，関数 f を特化し，f |T1,...,Tn の定義を生成する．

f(. . . , . . . x :: S . . . , . . . ) =̂ . . . g(x) . . .

↓
f |T1,...,Tn(. . . , . . . x :: S′ . . . , . . . ) =̂ . . . g|S′(x) . . .

ここで，S′
1は，あるTiから計算される，関数 fの定義域T1×· · ·×Tnに対する値と，f |T1,...,Tn

の値が一致するように定まる型である（7.3節）．たとえば，関数 reverse

reverse(ε) =̂ ε

reverse(a :: Elem ¦ r :: Elem∗) =̂ reverse(x) ¦ a

を型 T = (<a> ¦ <b>)∗に対して特化すると以下を得る．

reverse|T (ε) =̂ ε

reverse|T (a :: <a> ¦ r :: T ′) =̂ reverse|T ′(x) ¦ a

reverse|T ′(a :: <b> ¦ r :: T ) =̂ reverse|T (x) ¦ a

ここで，T ′は T ′ = <b> ¦ T により定まる型である．

この特化の考え方自体は新しいものではない．特化は部分評価 [JGS93]以外の何物でも

ないし，また，既に関数の呼出の型を厳密に求めるために用いられている [MPS07]．本章

の貢献は，以下の二つの性質を保証するように，特化手法を定めた点にある．

7.2.2 素朴な実現の問題点

特化の停止性

変換の停止性は，プログラム変換の重要な性質の一つである．しかし，Vdl+に対する特

化の停止性の証明はそう簡単ではない．たとえば，関数 f

f(. . . x :: S . . .) =̂ . . . g(x) . . .
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を型 T に特化するとき，以下の規則が生成されたとする．

f |S(. . . x :: S′ . . .) =̂ . . . g|S′(x) . . . ,

ここで，新たな型 S′と新たな関数の呼出 g|S′(x)が生成される．よって，f |S の定義を得る
ために，関数 gを型 S′に対し特化し，関数 g|S′ の定義を得る必要がある．型に基づく特化

の処理は，特化により生成された規則に含まれる全ての関数呼出の式 g|S′(x)について，g|S′

の規則が全て既に生成されている場合に完了する．しかし，型に基づく特化の処理が止まる

のか，それとも，無限に新たな型と新たな関数の呼出を生成しつづけるのかは明らかではな

い．言語Vdl+により変数パターンの連接 x :: U ¦ y :: V により，停止性の保証は難しくなっ

ている．もし，変数パターンや連接パターンがなければ，オートマトンの積構成 [CDG+97]

の技術を用いて，文献 [MPS07]と同様に特化の停止性が証明できる．

決定的なプログラムの導出

停止性とは別の重要な性質の一つは，出力されたプログラムが決定的（deterministic）に

なることである．我々の双方向化の議論，特に単射性の解析は，入力となるプログラムが決

定的であることに依存している．また，本章の特化は，双方向化に関連する応用を持つが，

それらにおいても都合がよいものではない．型に基づく特化は，一つの関数定義規則から，

複数の関数定義規則を生成する場合がある．たとえば，以下の関数 idAB

idAB(x :: (<a>|<b>) ¦ y :: (<a>|<b>)) =̂ x ¦ y

を型 T = (<a> ¦ <b>) | (<b> ¦ <a>)に対して特化する以下の関数 idAB |T となる．

idAB |T (x :: <a> ¦ y :: <b>) =̂ x ¦ y

idAB |T (x :: <b> ¦ y :: <a>) =̂ x ¦ y

このような場合に，正規生垣文法の操作を慎重にしなければ，非決定的なプログラムを生成

しうる．

7.3 型に基づく関数の特化

ここでは，本章で我々が提案する型に基づく関数の特化手法について述べる．本手法は，

関数を，関数呼出における引数の型に対して特化する．本手法によって特化されたプログ

ラムにおいて，全ての関数呼出 f(x1, . . . , xn)，変数の型を x1 :: T1, . . . , xn :: Tnとした場合

に，f の定義規則 f(−→p1) =̂ e1, . . . , f(−→pn) =̂ enにおいて，f の見た目の定義域
∪

1≤i≤n[[−→pi ]]が

[[T1]]× · · · × [[Tn]]と等しくなる．大雑把に言えば，関数 f を型 T に対し特化する場合におい

て，提案する特化手法は，以下のようにプログラムを変換する．

f(. . . x :: S . . .) =̂ . . . g(x) . . .

↓
f |T (. . . x :: S′ . . .) =̂ . . . g|S′(x) . . .
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ここで，fのパターン中の各変数パターンx :: Sは，型T に対するパターン特化によりx :: S′

に置き換わる．そして，提案する特化手法は gを S′に対し特化することにより，g|S′ の定

義規則を求める．

我々の特化手法を具体的な例 reverse と idAB を用いて説明する．

以下の関数 reverse を考える．

data S =̂ <a> | <b>
reverse(ε) =̂ ε

reverse(a :: S ¦ r :: S∗) =̂ reverse(r) ¦ a

ここで，我々は関数 reverseを型 T = (<a> ¦ <b>)∗に対し特化する．ここで，T と Sおよび

S∗の意味は，以下の正規生垣文法で記述されているとする．

T → <a>T ′ T → ε T ′ → <b>T

S → <a>S′ S → <b>S′ S′ → ε

S∗ → <a>S∗ S∗ → <b>S∗ S∗ → ε

まず，我々の特化手法は，規則

reverse(ε) =̂ ε

を型 T に対し特化しようとする．ここで，上の規則左辺パターン εを型 T を特化する．こ

こで，集合 [[T ]]は εを含む．つまり，T
∗→ εとなる．よって，パターン εはパターン εへと

特化され，次の規則が生成される．

reverse|T (ε) =̂ ε

次に，我々の特化手法は，規則

reverse(a :: S ¦ r :: S∗) =̂ reverse(r) ¦ a

を型 T に対し特化しようとする．ここで，パターン a :: S ¦ r :: S∗を型 T に対し特化する

ことにより a :: H1 ¦ r :: H2 となったとする．このような生垣の集合H1とH2を求めるの

に，我々は生垣の集合 h1 ∈ [[S]]と h2 ∈ [[S∗]]で h1 ¦ h2 ∈ [[T ]]を満たすものを考える．その

ため，我々は非終端記号N で T
∗→ h1N かつN

∗→ h2であり，さらに [[N ]] ∩ [[S∗]] 6= ∅かつ
{h | T

∗→ hN} ∩ [[S]] 6= ∅となっているものを求める．このとき，{h | T
∗→ hT} ∩ [[S]] = ∅

であるが [[T ′]]∩ [[S∗]] = [[<b> ¦ S∗]]かつ {h | T
∗→ hT ′} ∩ [[S]] = {<a>}であるため，以下の規

則および型H1と型H2が生成される．

data H1 =̂ <a>

data H2 =̂ <b> ¦ S

reverse|S(a :: H1 ¦ r :: H2) =̂ reverse|H2(r) ¦ a

ここで，新たに生成された規則の右辺に，新たな関数呼出 reverse|H2(r)が出現している．こ

こで，関数 reverse|H2の規則はまだ生成されていないため，我々の特化手法は，関数 reverse
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を型H2に対し特化することにより reverse|H2の規則を生成する．まず，我々の特化手法は，

規則

reverse(ε) =̂ ε

を型H2に対し特化しようとする．ここで，パターン εを型H2に特化する．ところが，[[H2]]

は εを含まない，つまり，この規則は [[H2]]に属する入力に対し使われることはないため，特

化手法はこの規則に対し何の規則も生成しない．次に，我々の特化手法は，規則

reverse(a :: S ¦ r :: S∗) =̂ reverse(r) ¦ a

を型H2に対して特化しようとする．前述の手続きと同様にして，以下の規則が生成される．

reverse|H2(a :: <b> ¦ r :: T ) =̂ reverse|T (r) ¦ a

ここで，新たに生成された規則の右辺式には，関数呼出 reverse|T (r)が含まれている．しか

し，reverse|T の規則は既に生成されているため，特化が完了する．型H1を式H1 = <a>に

より簡潔に書き直すと，特化された関数 reverse|T を定義するプログラムは以下となる．

data T =̂ (<a> ¦ <b>)∗

data S =̂ <a> | <b>
data H2 =̂ <b> ¦ T

reverse|T (ε) =̂ ε

reverse|T (a :: <a> ¦ r :: H2) =̂ reverse|H2(r) ¦ a

reverse|H2(a :: <b> ¦ r :: T ) =̂ reverse|T (r) ¦ a

特化手法が，一つの規則から複数の規則を生成する場合がある．関数 idAB を考える．

idAB(x :: (<a>|<b>) ¦ y :: (<a>|<b>)) =̂ x ¦ y

関数 idAB を型 T = (<a> ¦ <b>) | (<b> ¦ <a>)について特化することを考える．ここで，T の

意味は，以下の正規生垣文法により表現される．

T → <a>U T → <b>V U → <b>W V → <a>W W → ε

規則

idAB(x :: (<a>|<b>) ¦ y :: (<a>|<b>)) =̂ x ¦ y

を型 T に対して特化するため，まず，我々はパターン x :: (<a>|<b>) ¦ y :: (<a>|<b>)を型 T

に対して特化しようとする．前述の議論と同様，我々は生垣h1と h2で，h1, h2 ∈ [[<a>|<b>]]
かつ h1 ¦ h2 ∈ [[T ]]となっているものと考える．ところが，reverse の場合と異なり，h2 の

選択が h1の選択に依存する．もし，h2として h2 = <a>を選べば，h1は h1 = <b>となり，

もし，h2 として h2 = <b>を選べば，h1 は h1 = <a>となる．別の言い方をすると，集合

{h | T
∗→ hU} と集合 {h | T

∗→ hV }は異なる．ここで，U と V は，[[<a>|<b>]]∩ [[U ]] 6= ∅か
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つ [[<a>|<b>]]∩ [[V ]] 6= ∅満たし，他の非終端記号は満たさないことに注意する．結果として，
idAB の一つの規則に対し，以下の二つの規則が生成される．

idAB |T (x :: <a> ¦ y :: <b>) =̂ x ¦ y

idAB |T (x :: <b> ¦ y :: <a>) =̂ x ¦ y

提案する特化手法を，双方向化など，他のプログラム変換や自動化された変換機構におい

て使用するためには，以下の二点を明らかすること重要である．

• 特化手法が停止するかどうか．

• 特化手法が決定的なプログラムを生成するかどうか．

二つ目を保証するためには，特化手法が一つの規則に対し二つの規則を導出する場合におい

て，慎重な議論が必要になる．

7.3.1 パターン特化

ここでは，パターンの特化手法について述べる．前述の例の通り，我々は関数 f を型 T に

ついて特化するのに，関数 f の各規則を型 T に対し特化していた．また，規則 r = f(p) =̂ e

の型 T に対する特化において，我々はまずパターン pを T に対し特化し，特化されたパター

ンに応じて式 eを特化した．

上の reverse と idAB の特化において，我々は，非終端記号A,Bに対し，{h | A
∗→ hB}

という形式の集合について議論した．この形式の集合は，確かに正規生垣文法になる．なぜ

なら，G = (Σ, N,R)とB ∈ N に対し，任意の Aに対し {h | A
∗→ hB} = [[A]]G′ となるG′

を，G′ = (Σ, N ∪ {A′ | A ∈ N}, R′)および

R′ = {B → ε} ∪ {X → σ(Y’)Z | X → σ(Y )Z ∈ R}
∪ {X ′ → ε | X → ε ∈ R} ∪ {X ′ → σ(Y ′)Z ′ | X → σ(Y )Z ∈ R}

により構成できるためである．しかし，このように，連接パターンに対し常に新しい正規

生垣文法を作成していたのでは，提案する特化手法の停止性の議論は難しくなる．そこで，

我々は打ち切り正規生垣文法の概念を導入する．これにより，{h | A
∗→ hB}（Aの言語を

非終端記号 Bで打ち切ったもの）のような集合を簡潔かつ新しい正規生垣文法を生成する

ことなしに表現することができる．

定義 7.1 (打ち切り正規生垣文法). 打ち切り正規生垣文法GεEは正規生垣文法G = (Σ, N,R)

と非終端記号の集合E（⊆ N）の二つ組である．打ち切り正規生垣文法GεEにおけるA ∈ N

の言語は [[A]]GεE = {h | A
∗→ hB,B ∈ E}で定義される．

全ての正規生垣文法G = (Σ, N,R)は，F = {A | A → ε ∈ R}とすることで，打ち切り正
規生垣文法GεF に変換できる．また，打ち切り正規生垣文法GεEに対し，GεEの全ての
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非終端記号 Aが同じ意味を持つ正規生垣文法G′を，G = (Σ, N,R)とした場合に，生成規

則の集合

R′ = {B → ε | B ∈ N} ∪ {X → σ(Y’)Z | X → σ(Y )Z ∈ R}
∪ {X ′ → ε | X → ε ∈ R} ∪ {X ′ → σ(Y ′)Z ′ | X → σ(Y )Z ∈ R}

により，G′ = (Σ, N ∪ {A′ | A ∈ N}, R′) とすることで構成できる．なお，打ち切り正規

生垣文法の概念を経由しないものの，この打ち切り正規生垣文法から正規生垣文法への変

換と同様な変換が，連接を含むパターンに出現する変数の型の推論において使用されてい

る [Hos03]．

正規生垣文法で，G = (Σ, N,R)とG′ = (Σ, N ′, R′)を，積構成 [CDG+97]することによ

り得られる正規生垣文法をG × G′と書く．すなわち，

G × G′ = (Σ, N × N ′, R1 ∪ R2)
ただし R1 = {(A,A′) → ε | A → ε ∈ R,A′ → ε ∈ R′}

R2 = {(A,A′) → σ((B,B′))(C,C ′) | A → σ(B)C ∈ R,A′ → σ(B′)C ′ ∈ R′}

である．このとき，任意の非終端記号 A ∈ N,A′ ∈ N ′について，[[(A,A′)]]G×G′ = [[A]]G ∩
[[A′]]G′ となる [CDG+97]．ここで，打ち切り正規生垣文法GεEとG′εE′に対し，打ち切り

正規生垣文法 (G × G′)ε(E × E′)を考えると，[[(A,A′)]](G×G′
)
ε(E×E′) = [[A]]GεE ∩ [[A′]]G′εE′

となることに注意する．また，打ち切り正規生垣文法 (G × G′)ε(F × E)が，G = ( , , R)

について F = {A | A → ε ∈ R}である場合に，G×G′εE′と書く．たとえば，関数 reverse

の特化の例における型H1,H2は以下を満たす．

[[H1]] = [[(S, T )]]G×GεT ′

[[H2]] = [[(S∗, T )]]G×G.

今後の議論を簡潔にするために，本章においては以降，型Aを，AG（AGεE）と，型Aの意

味を定める正規生垣文法G（打ち切り正規生垣文法GεE）を添字して書く．たとえば，こ

の記法により，関数 reverse の定義は以下と書ける．

reverse(ε) =̂ ε

reverse(a :: SG ¦ r :: S∗
G) =̂ reverse(r) ¦ a

ここで，Gは T，Sおよび S∗の意味を定めるのに用いた正規生垣文法である．

形式的には，パターン特化は，図 7.1のパターン特化手続き pspにより定義される．ここ

で，psp(p; AG′εE)は，型 pと打ち切り正規生垣文法 G′εE により定義される型 Aを引数に

取り，特化されたパターンの集合を返す．手続き pspの各規則は，以下のような振る舞いを

する．

1. パターン εに対し，pspは一つ目の規則により，[[A]]G′εE が εを含む場合にパターン ε

を返す．
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psp(ε; AG′εE) =̂ {ε} if A ∈ E
psp(x :: TG; AG′εE) =̂ {x :: (T,A)G×G′εE} if [[(T,A)]]G×G′εE 6= ∅
psp(σ(p); AG′εE) =̂ {σ(p′) | p′ ∈ psp(p;BG′), A → σ(B)C ∈ RulesG′ , C ∈ E}
psp(p1 ¦ p2; AG′εE) =̂ {p′1 ¦ p′2 | p′1 ∈ psp(p1; AG′ε{B}), p′2 ∈ psp(p2;BG′εE), B ∈ NTermsG′}
psp( ; AG′εE) =̂ ∅

ここで，G′ = ( ,NTermsG′ ,RulesG′)であるとする．

図 7.1. パターン特化手続き psp

2. パターン x :: TGに対し，pspは二つ目の規則により新たに生成されたパターンに少く

とも一つの生垣がマッチする場合にパターン x :: (T,A)G×G′εE を返す．

3. パターン σ(p)に対し，pspは三つ目の規則により，
∪

σ(p′) = [[A]]G′εEを満たすパター

ン p′の集合を求める．このようなパターン p′の集合を求めるため, 右辺にて，G′中の

それぞれの生成規則A → σ(B)C（ただしC ∈ E）に対し，psp(p;BG′)が呼ばれてい

る．ここで，psp(p; BG′εE)でなく psp(p; BG′)と，G′が使用されているのは，Eが水

平打ち切り非終端記号の集合を表しているためである．パターン σ(p)中の pは，σ(p)

とは水平位置が異なる．

4. パターン p1 ¦ p2 に対し, pspは四つ目の規則により，[[p′1]] ⊆ [[p1]]かつ [[p′2]] ⊆ [[p2]]で

あり
∪

[[p′1 ¦ p′2]] = [[A]]G′εE であるパターン p′1, p
′
2の集合を求める．このようなパター

ン p′1, p
′
2の集合を求めるため, 右辺にて，G′中のそれぞれの非終端記号Bに対し，型

AG′εE が B により AG′ε{B} と BG′εE に分割され，psp(p1; AG′ε{B})と psp(p2; BG′εE)

が呼ばれている．

5. 入力パターンに対し，[[A]]G′εEのどの元もマッチしない場合，pspの五つ目の規則が使

用される．この規則は，パターン εとパターン x :: TGに対してのみ使用されることに

注意する．

いくつかの pspの使用例は，後述の例 7.1と例 7.2に含まれる．

定理 7.1. パターン特化 psp(p; AG′εE)は確かにパターン pを型AG′εN に対して特化する．す

なわち，

[[A]]G′εE ∩ [[p]] =
∪

{[[p′]] | p′ ∈ psp(p; AG′εE)}

が成り立つ．

証明. まず，以下の主張を，パターン pに関する帰納法により示す．

[[A]]G′εE ∩ [[p]] ⊆
∪

{[[p′]] | p′ ∈ psp(p; AG′εE)}
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基底：p = ε．

pspの定義より自明．

基底：p = x :: TG．

pspの定義より自明．

帰納：p = σ(p1)．

生垣hを，h ∈ [[A]]G′εEかつh ∈ [[p]]であるとする．このとき，h = σ(h1)であり，h′ ∈ [[p1]]

である．ここで，h ∈ [[A]]G′εEより，少くとも一つの非終端記号Bについて，G′は，C ∈ E

である C に対して，生成規則 A → σ(B)C を含み，また，h1 ∈ [[B]]G′ となっている．ここ

で，帰納法の仮定より，

[[B]]G′ ∩ [[p1]] ⊇
∪

{[[p′1]] | p′1 ∈ psp(p1;BG′)}

となる．そのため，ある p′1 ∈ psp(p1;BG′)に対し，h1 ∈ [[p′1]]である．よって，pspの構成

より，σ(p′) ∈ psp(p; AG′εE)となり，h ∈ [[σ(p′)]]となるため，主張は成り立つ．

帰納：p = p1 ¦ p2．

生垣 h1と h2を，h1 ¦ h2 ∈ [[A]]G′εE であり，h1 ∈ [[p1]]かつ h2 ∈ [[p2]]であるものとする．

ここで，h1 ¦ H2 ∈ [[A]]G′εE より，少くとも一つの非終端記号 B に対し，A
∗→ h1B となり

B
∗→ h2C（C ∈ E）となる．すなわち，h1 ∈ [[A]]G′ε{B}かつ h2 ∈ [[B]]G′εE である．帰納法

の仮定より，

[[A]]G′ε{B} ∩ [[p1]] ⊆
∪

{[[p′1]] | p′1 ∈ psp(p1; AG′ε{B})}

かつ

[[B]]G′εE ∩ [[p2]] ⊆
∪

{[[p′2]] | p′2 ∈ psp(p2; AG′εE)}

となる．よって，pspの定義より，パターン p′1 ∈ psp(p1; AG′ε{B})と p′2 ∈ psp(p2; AG′εE) が

存在し，h1 ∈ [[p′1]], h2 ∈ [[p′2]]となる．そのため，pspの定義から

p′1 ¦ p′2 ∈ psp(p1 ¦ p2;AG′εE),

が言える．これより，主張は真．

次に，以下の主張を，パターン pに関する帰納法により示す．

[[A]]G′εE ∩ [[p]] ⊇
∪

{[[p′]] | p′ ∈ psp(p; AG′εE)}
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基底：p = ε．

pspの定義より自明．

基底：p = x :: TG．

pspの定義より自明．

帰納：p = σ(p1)．

生垣 hを，h ∈
∪

{[[p′]] | p′ ∈ psp(p;AG′εE)}であるものとする．つまり，hは，あるパター

ン p′ ∈ psp(p; AG′εE)について，h ∈ [[p′]]となる．ここで，h = σ(h1)と書けることに注意す

る．このとき，pspの定義より，非終端記号BとC ∈ Eが存在して，G′に規則A → σ(B)C

が存在し，p′1 ∈ psp(p1; BG′)について，h1 ∈ [[p′1]]となる．帰納法の仮定より，

[[B]]G′ ∩ [[p1]] ⊇
∪

{[[p′1]] | p′1 ∈ psp(p1; BG′)}

となる．よって，h1 ∈ [[B]]G′ かつ h1 ∈ [[p1]]となる．正規生垣文法 G′が規則 A → σ(B)C

を持つことと C ∈ Eから h ∈ [[A]]G′εE である．また，h1 ∈ [[p1]]より h ∈ [[p]]である．よっ

て主張は真．

帰納：p = p1 ¦ p2．

生垣 h1と h2を，p′1 ¦ p′2 ∈ psp(p1 ¦ p2; AG′εE)となるあるパターン p′1, p
′
2に対し，h1 ∈ [[p′1]]

かつ h2 ∈ [[p′2]]となるものとする．このとき pspの定義より，p′1 ∈ psp(p1; AG′ε{B})かつ

p′2 ∈ psp(p2; BG′εE)となる．帰納法の仮定より，

[[A]]G′ε{B} ∩ [[p1]] ⊇
∪

{[[p′1]] | p′1 ∈ psp(p1; AG′ε{B})}

かつ

[[B]]G′εE ∩ [[p2]] ⊇
∪

{[[p′2]] | p′2 ∈ psp(p2; AG′εE)}.

となる．よって，h1 ∈ [[A]]G′ε{B} ∩ [[p1]] かつ h1 ∈ [[B]]G′εE ∩ [[p2]]が成り立つ．連接 ¦の定義
より，h1 ¦h2 ∈ [[p1 ¦ p2]]となる．ここで打ち切り正規生垣文法の定義から，h1 ¦h2 ∈ [[A]]G′εE

となる．よって，h1 ¦ h2 ∈ [[A]]G′εE ∩ [[p1 ¦ p2]]が成り立つため，主張は真．
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7.3.2 特化のアルゴリズム

特化アルゴリズムにおいて，第 4章に定義を示した曖昧性の概念と既約の概念とを用い

る．正規生垣文法G = (Σ, N,R)が曖昧でないとは

∀A,B ∈ N. A 6= B ⇒ [[AG]] ∩ [[BG]] = ∅ (UnAmb)

ということであった．また，正規生垣文法G = (Σ, N,R)が既約であるとは

∀A ∈ N. [[A]] 6= ∅

ということであった．

以下に引数の型に基づく関数の特化アルゴリズムを以下に示す．

アルゴリズム 7.1 (引数の型に基づく関数の特化：Alg-Sp).

入力： プログラム．

出力： 型に基づき特化されたプログラム．

手続き：

1. プログラム中の全ての規則 h(−→q ) =̂ C[f(−→x )]の全ての関数呼び出し f(−→x )について，

Γ−→q (xi) = AiG′
iεEi
（xi ∈ {−→xi}）とし，ステップ 2–5を繰り返す．

2. それぞれの，G′
iεEiに対し，G′εEに対応する曖昧でなく既約な正規生垣文法G′′

i を作成

する．ここで，G′′
i 中の非終端記号A′′

i1, . . . , A
′′
ini
について，

∪
j∈{1...ni}[[A

′′
ij ]] = [[Ai]]GiεE′

i

となっている．

3. 元プログラムにおけるそれぞれの f の規則 f(−→p ) =̂ eについて，ステップ 3–5を繰り

返す．ここで，−→p = (p1, . . . , pm)とする．

4. それぞれの特化されたパターン

(p′1, . . . , p
′
m) ∈

∪
j∈{1...n1}

psp(p1;A′′
1jG′′

1
) × · · · ×

∪
j∈{1...nm}

psp(pm; A′′
mjG′′

m
)

に対し，規則 f |A1G′
1εE1

,...,AmG′
mεEm

(
−→
p′ ) =̂ e′を生成する．ここで，e′は eのうち関数

呼出 g(−→y )を g|−→
T

(−→y )で置き換えたものである．ただし，
−→
T = Γ−→

p′
(−→y )とする．

5. 本アルゴリズムを全ての新たに生成された関数呼出式に対し適用する．なお，既に g|−→
S

で
−→
[[S]] =

−→
[[T ]]を満たす関数が生成されている場合，g|−→

S
と g|−→

T
は本質的には同じ関数

であるため，新たに g|−→
T
の規則を生成することはしない．

ステップ 3において，曖昧でない正規生垣文法を作成することにより，特化されたプログ

ラムが決定的であることを保証する．アルゴリズムAlg-Spの挙動を，本節の冒頭の reverse

と idAB の例を用いて，順を追って説明する．
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例 7.1 (reverse). 以下のプログラムを考える．

main(x :: T ) =̂ reverse(x)

ここで，T = (<a> ¦ <b>)∗である．Gを，reverseのプログラムにおける型 T，Sと S∗の意

味を定義する正規生垣文法であるとする．

1. ステップ 1に従い，関数 reverse を型 TGに対して特化することを考える．

2. ステップ 2に従い，Gから，T の意味を定義するための曖昧でない正規生垣文法G′を

作成する．これは，T に関連する生成規則のみをGから集めてくるだけでよい．

3. ステップ 3に従い，reverseの二つの規則のうち，規則 reverse(ε) =̂ εを型 TG′ に対し

て特化することを考える．

4. ステップ 4に従い，パターン特化の結果 psp(ε; TG′) = {ε}により，規則

reverse|TG′ (ε) =̂ ε

が生成される．

5. ステップ 5では，ステップ 4で生成された規則は右辺に関数呼出を含まないため何も

行わない．そのため，ステップ 3に戻り，reverse の残った規則を特化する．

6. ステップ 3に従い，規則 reverse(a :: SG ¦ r :: S∗
G) =̂ reverse(r) ¦ a を型 TG′ に対して

特化することを考える．

7. ステップ 4により，パターン特化の結果

psp(a :: SG ¦ r :: S∗
G; TG′)

= {a :: (S, T )G×G′εT ′ ¦ r :: (S∗, T ′)G×G′},

より，規則
reverse|TG′ (a :: (S, T )G×G′εT ′ ¦ r :: (S∗, T ′)G×G′)

=̂ reverse|(S∗,T ′)G×G′ (r) ¦ a

が生成される．

8. ステップ 5に従い，ステップ 4で生成された規則が関数呼出 reverse|(S∗,T ′)G×G′ (r) を

含むため，関数 reverse を型 (S∗, T ′)G×G′ に対し特化することを考える．

9. ステップ 2に従い，次の規則により構成される曖昧でない正規生垣文法G′′を作成する．

U → <b>() ¦ V V → <a>() ¦ U V → ε

ここで，[[U ]]G′′ = [[(S∗, T ′)]]G×G′ である．
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10. ステップ 3に従い，reverse の二つの規則のうち，規則 reverse(ε) =̂ εを型 UG′′ に対

し特化することを考える．

11. ステップ 4に従い，パターン特化の結果 psp(ε; UG′′) = ∅ より，何の規則も生成しな
い．よって，ステップ 3に戻り，reverse の残った規則を処理する．

12. ステップ 3に従い，規則 reverse(a :: SG ¦ r :: S∗
G) =̂ reverse(r) ¦ a を型 UG′′ に対し特

化することを考える．

13. ステップ 4に従い，パターン特化の結果

psp(a :: SG ¦ r :: S∗
G; UG′′)

= {a :: (S,U)G×G′′εV ¦ r :: (S∗, V )G×G′′}

より，規則

reverse|(S∗,T ′)G×G′ (a :: (S,U)G×G′′εV ¦ r :: (S∗, V )G×G′′)
=̂ reverse|(S∗,V )G×G′′ (r) ¦ a

が生成される．ここまでにアルゴリズムAlg-Spが生成した各型について，以下の等

式が成り立つことに注意する．

[[(S, T )G×G′εT ′ ]] = {<a>}
[[(S∗, T ′)G×G′ ]] = {<b> ¦ h | h ∈ [[T ]]G}
[[(S,U)G×G′′εV ]] = {<b>}
[[(S∗, V )G×G′′ ]] = [[T ]]G

14. ステップ 5において，何の特化も行おうとすることなく，アルゴリズムAlg-Spは完了

する．これは，ステップ4で生成された規則の右辺式には関数呼出 reverse|(S∗,V )G×G′′ (r)

が含まれているが，[[(S∗, V )G×G′′ ]] = [[T ]]Gより関数 reverse|(S∗,V )G×G′′ は reverse|TG′

に他ならず，すでに関数の規則は生成されているためである．

生成された規則を集めることにより，以下のプログラムを得る．

data T =̂ (<a> ¦ <b>)∗

data U =̂ <b> ¦ V

data V =̂ <a> ¦ U | ε

reverse|T (ε) =̂ ε

reverse|TS(a :: <a> ¦ r :: U) =̂ reverse|U (r) ¦ a

reverse|U (a :: <b> ¦ r :: T ) =̂ reverse|T (r) ¦ a

ここで [[U ]] = [[<b> ¦ T ]]であることに注意してほしい．

例 7.2 (idAB). 以下のプログラムを考える．

main(x :: TG) =̂ idAB(x)
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ここで idAB は次のように定義され，

idAB(x :: SG ¦ y :: SG) =̂ x ¦ y

ここで，正規生垣文法Gは以下の生成規則により構成される．

S → <a>S′ S → <b>S′ S′ → ε

T → <a>U T → <b>V U → <b>W V → <a>W W → ε

1. ステップ 1に従い，関数 idAB を型 TGに特化することを考える．

2. ステップ 2に従い，正規生垣文法Gより，T の意味を定義するための，Gに対応した

曖昧でない正規生垣文法G′を構成する．この場合においては，このG′の構成は，G

から T に関連する生成規則を集めるだけで行える．

3. ステップ 3に従い，idAB の唯一の規則，idAB(x :: SG ¦ y :: SG) =̂ x ¦ yを型 TG′ に対

し特化することを考える．

4. ステップ 4に従い，パターン特化の結果

psp(x :: SG ¦ y :: SG; TG′)

=

{
x :: (S, T )G×G′εV ¦ y :: (S, V )G×G′ ,

x :: (S, T )G×G′εU ¦ y :: (S,U)G×G′

}
,

より，二つの規則

idAB |T (x :: (S, T )G×G′εV ¦ y :: (S, V )G×G′) =̂ x ¦ y

idAB |T (x :: (S, T )G×G′εU ¦ y :: (S,U)G×G′) =̂ x ¦ y

が生成される．

5. ステップ 5において，Alg-Spは完了する．なぜなら，ステップ 4で生成された規則

は右辺に関数呼出を含まないためである．

生成された規則を集め，パターンを読み易く書き直すと，以下のプログラムが得られる．

idAB |T (x :: <b> ¦ y :: <a>) =̂ x ¦ y

idAB |T (x :: <a> ¦ y :: <b>) =̂ x ¦ y

7.3.3 提案する特化手法の性質

ここでは，我々の提案する特化手法であるAlg-Spに関するいくつかの性質を示す．

まず，我々はAlg-Spの停止性を示す．停止性を示すのにあたり，打ち切り正規生垣文法

が重要な役割を果たす．打ち切り正規生垣文法を導入したことにより，我々はパターン特化

において，新たな正規生垣文法により表現される新たな型を導入する必要がない．つまり，
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パターン特化により現れる型は既存の（打ち切り）正規生垣文法の組み合わせで記述される

ものである．

停止性の証明の前に，我々はいくつかの補題を示す．補題 7.1は，pspが型 AG′′εE′′ を導

入した場合に，もし pspの入力の型が既存の型を組み合せることにより表現できている場

合，G′′の全ての非終端記号の意味も既存の型を組み合せることにより表現できることを示

す．補題 7.2は，もし，G′′εE′′において，G′′の全ての非終端記号の意味が既存の型を組み

合せることにより表現できている場合に，G′′εE′′の全ての非終端記号の意味も既存の型の

組み合わせにより表現できることを示す．補題 7.3や 7.4は，正規生垣文法に対し，「正規生

垣文法中の非終端記号の意味が依存の型の組み合わせで表現できている」という性質を変え

ることなく，打ち切り正規生垣文法から正規生垣文法に変換することと，曖昧な正規生垣文

法から曖昧でなく既約な正規生垣文法に変換することができることを示す．

補題の証明において，我々は曖昧でない既約な正規生垣文法Gに対し，DG(x)，D′
G(x)と

いった記法により，pA/B(x)という形式の原子論理式の上の選言標準形の論理式を表す．こ

こで，原子論理式 pA/B(x)は，

pA/B(x) ⇔ ∃y. (x ¦ y) ∈ [[A]]G ∧ y ∈ [[B]]G

を表す．このとき，Gが既約かつ曖昧でないため，

pA/B(x) ⇔ A
∗→ xB

となることに注意する．また，Gに対し，pA/Bの形の原子論理式の数は有限であるため，そ

の上の選言標準形の論理式の数も有限であることにも注意する．

補題 7.1. P = (G, , )をプログラム，G = ( , N,R)を正規生垣文法，qをプログラム中に

現れるパターンであるとする．このとき，G′ = ( , N ′, )に対し psp(q;A′
G′)は以下の性質を

満たす．
∀T ∈ N,∃DG. (∀x. x ∈ [[T ′]]G ≡ DG(x))
∧ ∀T ′ ∈ N ′,∃D′

G. (∀x. x ∈ [[T ′]]G′ ≡ D′
G(x))

⇒


∀q′ ∈ psp(q; A′

G′),
∀x ∈ vars(q′).
let ( , G′′εE′′) = Γq′(x) with G′′ = ( , N ′′, ),
∀T ′′ ∈ N ′′,∃D′′

G. (∀x. x ∈ [[T ′′]]G′′ ≡ D′′
G(x))


証明. 手続き pspの定義により，q′ ∈ psp(q; A′

G′)中の x ∈ vars(q′)に対し，BG′′εE′′ = Γq′(x)

と書くと，G′′ = ( , N ′′, )とE′′は，あるE′ ⊆ N ′について，以下を満たす．

G′′εE′′ = G × G′εE′ = (G × G′)ε(F × E′)

ここで，F = {A | A → ε ∈ R}である．よって，(T, T ′) ∈ N ′′ならば [[(T, T ′)]]G′′ = [[T ]]G ∩
[[T ′]]G′ となる．補題の前提条件より，x ∈ [[T ]]G ≡ DG(x)かつ x ∈ [[T ′]]G′ ≡ D′

G(x)となる．
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よって，あるD′′
G(x)が存在して，x ∈ [[(T, T ′)]]G′′)である xについて以下が成り立つ．

x ∈ [[(T, T ′)]]G′′ ≡ x ∈ ([[T ]]G ∩ [[T ′]]G′)

≡ DG(x) ∧ D′
G(x)

≡ D′′
G(x)

よって，主張は真．

補題 7.2. 既約な曖昧でない正規生垣文法 G = (Σ, N,R)に対し，もし任意の T ∈ N があ

る DG(x)により x ∈ T ≡ DG(x)と書けるならば，このとき任意の E ⊆ N および任意の

T ∈ GεEについて，あるD′
G(x)が存在して，x ∈ T ≡ D′

G(x)となる．

証明. 正規生垣文法Gが既約かつ曖昧でないため打ち切り正規生垣文法GεE中の非終端記

号 T の意味は，以下の形式で書ける．

[[T ]]GεE =

{
x

∣∣∣∣∣ ∨
S∈E

∃y. T
∗→ xS ∧ S

∗→ y

}

=

{
x

∣∣∣∣∣ ∨
S∈E

∃y. (x ¦ y) ∈ [[T ]]G, y ∈ [[S]]G

}

ここで，G中の非終端記号Aの意味を表す選言標準形の論理式をDA
G (x)と書いたとすると，

上の論理式は以下の通りに書き直せる．

[[T ]]GεE =

{
x

∣∣∣∣∣ ∨
S∈E

∃y. DT
G(x ¦ y) ∧ DS

G(y)

}

ここで，pA/B(x ¦ y) =
∨

C∈N pA/C(x) ∧ pC/B(y)（ただし，G = ( , N, )）であり，Fi(z)と

F ′
i(z)（i ∈ {1, . . . , n}）を ∧と ¬しか含まない，pA/B(z)という形式の原子論理式の上の論

理式であるとする．すると，∃の分配則（∃x. p(x)∨ p′(x) ≡ (∃x.p(x))∨ (∃x.p′(x))）を用い

ることにより，上の論理式は以下のように整理できる．

[[T ]]GεE =

{
x

∣∣∣∣∣ ∨
i

∃y. Fi(x) ∧ F ′
i(y)

}
ここで，論理式 Fi(x)は存在量化 ∃yにより束縛される変数 yを含まないため，上の論理式

は以下のように書ける．

[[T ]]GεE =

{
x

∣∣∣∣∣ ∨
i

Fi(x) ∧ ∃y. F ′
i(y)

}
ここで，∃y. F ′

i(y)は xとは独立に真偽が判定できるため，取り除ける．よって，あるD′
G(x)

が存在して，

[[T ]]GεE ≡ D′
G(x)

と書けることが言える．これにより，補題は示された．



116 第 7章 引数の型に基づく関数の特化

補題 7.3. 次の性質を満たすように，打ち切り正規生垣文法GεE（G = ( , N, )）から，正

規生垣文法G′ = ( , N ′, )を構成できる

∀T ∈ N, ∃T ′ ∈ N ′. [[T ]]GεE = [[T ′]]G′

∧

(
∀T ∈ N, ∃DG. x ∈ [[T ]]GεE ≡ DG(x)
⇒ ∀T ′ ∈ N ′,∃D′

G. x ∈ [[T ′]]G′ ≡ DG(x).

)

証明. 7.3.1節に示した手法により打ち切り正規生垣文法から，ただ正規生垣文法を構成す

るだけでよい．

補題 7.4. 次の性質を満たすように，正規生垣文法G = ( , N, )から曖昧でない既約な正規

生垣文法G′ = ( , N ′, )を構成できる．

∀T ∈ N, ∃DG. x ∈ [[T ]]G ≡ DG(x)
⇒ ∀T ′ ∈ N ′,∃D′

G. x ∈ [[T ′]]G′ ≡ D′
G(x).

証明. 正規生垣文法から曖昧でない既約な正規生垣文法を構成するためには，非決定的有

限上昇木オートマトンから決定的上昇木オートマトンに変換するための変換である部分集

合構成 [CDG+97]を適用すればよい．なお，部分集合構成によって得られた正規生垣文法

に，非終端記号 {A} と {A,B} が含まれる場合，{A} の意味は，[[{A}]] = [[A]] ではなく，

[[{A}]] = [[A]]∧ [[B]]cとなることに注意する．また，オートマトンの最小化 [CDG+97]も適用

することができる．最小化の後，得られる非終端記号 {A,B}の意味は，[[{A,B}]] = [[A]]∪[[B]]

であることに注意する．

これらの変換により，これまでの補題に議論した選言標準形に ∨と ¬がもたらされるこ
とに注意する．

定理 7.2. アルゴリズムAlg-Spは停止する．

証明. アルゴリズムAlg-Spに出現する正規生垣「言語」の数が有限であることにより，証

明する．もし，アルゴリズムAlg-Spに出現する正規生垣言語が有限（k個とする）ならば，

Alg-Spが生成する関数の数の上限は，プログラムに含まれる関数名の集合を Qとし，M

を関数の引数の個数の最大数であるとすると，高 |々Q|kM 個であるため，Alg-Spは止まる．

P = (G, )プログラムであるとする．ここで，G = ( , , R)である．このとき，Gから，

既約で曖昧でない正規生垣文法 Gを構成する．このとき，G中の非終端記号 T に対し，G

中の非終端記号AT,1, . . . , AT,nT
が存在して

[[A]]G = [[AT,1]]G ∪ · · · ∪ [[AT,nT
]]G

となるので，

x ∈ [[T ]]G ≡
∨

i∈{1,...,n},C∈F

pAT,i/C(x) = D′
G(x)
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となる．ただし，非終端記号の集合 F は，G = ( , , R)として，F = {X | X → ε ∈ R}に
より定義される集合である．

ここで，補題 7.1，補題 7.2，補題 7.3 および補題 7.4より，pspの適用回数による帰納法

から，Alg-Sp中に現れる全ての型 T について，あるDG(x)が存在し ∀x ∈ [[T ]] ≡ DG(x)と

なることが示される．このような選言標準形の論理式の数は有限であるため，Alg-Sp中に

現れる型の意味は（正規生垣言語）は有限である．

また，Alg-Spにおいて，我々は正規生垣言語同士の等価性が決定可能であるという事実

を用いている [CDG+97]．

上の停止性の証明は同時にAlg-Spによるプログラムサイズの増加の上界を与えている．

プログラム P = (G, , )のAlg-Spの適用によりサイズは，nをG中の非終端記号の数と

しM を関数の引数の数の最大値とすると，高々O((22(2n)2

)M )倍にしかならない．これは，

m個の原子論理式の数の上の選言標準形の論理式の数は O(22m
)であるためである．また，

GをGに部分集合構成を適用することにより得ると，G中の非終端記号の数は最悪O(2n)個

になりうることに注意する．よって，pA/B の形の原子論理式の数はm = (2n)2個となる．

我々の停止性の証明は過度にまわりくどいものであるように見えるかもしれない．しかし，

我々が停止性をこれまで述べたようなやり方で証明したのは，型の内部表現，つまり正規生

垣文法，の選択に柔軟性を持たせたかっためである．たとえば，我々は，Alg-Spのステッ

プ 2おいて得られた曖昧でない正規生垣文法を最小化 [CDG+97]することもできるし，ま

た pspの返したパターンを意味の変らない範囲で併合することもできる．これらの変換は，

Alg-Spの実行効率に影響を与える．なぜなら，Alg-Spはステップ 5において正規生垣言

語同士の等価性の判定を含んでいるが，これらの変換は等価性の判定が行われる回数を減ら

すためである．正規生垣言語同士の等価性の判定は決定可能ではあるが，EXPTIME完全な

問題でもある [CDG+97]．また，パターンの併合は双方向化において重要な役割を果たす．

これについては後述する．

次に，Alg-Spが生成するプログラムが決定的であることを示す．ここで，言語Vdl+に

対する仮定より，Alg-Spの入力となるプログラムは決定的であるため，Alg-Spにより一

つの関数定義規則より複数の関数定義規則のみを考えればよい．なぜなら，定理 7.1より，

これ以外ではプログラム非決定性は生じえないためである．よって，Alg-Sp適用後のプロ

グラムが決定的であることを保証するには，パターン pと既約な曖昧でない正規生垣文法

G′′中の非終端記号A′′について

p′, p′′ ∈ psp(p; A′′
G′′) ⇒ [[p′]] ∩ [[p′′]] = ∅ (D-PSP)

を満たすことを保証できれば十分である．

補題 7.5. 既約な曖昧でないG′′中の非終端記号A′′と，パターン pについて式 (D-PSP)が

成り立つ．



118 第 7章 引数の型に基づく関数の特化

証明. G′′ = ( , N ′′, R′′)とする．まず，次を示す．

(∀A′′, B′′. A′′ 6= B′′ ⇒ [[A′′]]G′′ ∩ [[B′′]]G′′ = ∅)
⇒ ∀C ′′ ∈ N ′′, (∀A′′, B′′. A′′ 6= B′′ ⇒ [[A′′]]G′′ε{C′′} ∩ [[B′′]]G′′ε{C′′} = ∅)

もし，ある hについて h ∈ [[A′′]]G′′ε{C′′} ∩ [[B′′]]G′′ε{C′′}であったとすると，G′′が既約なこ

とから h′ ∈ [[C ′′]]G′′ となる h′が存在するので，h ¦ h′ ∈ [[A′′]]G′′ かつ h ¦ h′ ∈ [[B′′]]G′′ となる．

これは，前提条件に矛盾する．

既約な曖昧でない Gと psp(p; AG)について，psp(p; AG)の実行途中に呼び出される psp

の再帰呼出について，第二引数は，BGもしはBGεC の形（B,C ∈ N）であることに注意す

る．上の主張より，これらのGおよびGεCに含まれる非終端記号Aの意味は，A以外の非

終端記号の意味と互いに素である．

これより，式 (D-PSP)が成り立つことをパターン pに対する帰納法により示す．前述の

議論により，psp(p; AG′′εE′′)の呼出において，

∀A′′, B′′. A′′ 6= B′′ ⇒ [[A′′]]G′′εE′′ ∩ [[B′′]]G′′εE′′ = ∅ (*)

であることを仮定してよい．帰納法の基底（p = ε, p = x :: TG）について，pspは零個また

は一個のパターンしか返さないため自明である．

帰納：p = σ(p1)．

このとき

psp(σ(p1);AG′′εE) = {σ(p′1) | p′1 ∈ psp(p1; BG′′), A → σ(B)C ∈ R′′, C ∈ E}

である．ところで，式 (*)より

∀B,D ∈ N ′′, D 6= B ⇒ ∀q ∈ psp(p1; BG′′), q′ ∈ psp(p1; DG′′). [[q]] ∩ [[q′]] = ∅

となる．また，帰納法の仮定より，

∀B ∈ N ′′,∀q, q′ ∈ psp(p1; BG′′) ⇒ [[q]] ∩ [[q′]] = ∅

となる．よって，

∀q, q′ ∈ psp(σ(p1);AGεE) ⇒ [[q]] ∩ [[q′]] = ∅

となる．
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帰納：p = p1 ¦ p2．

このとき

psp(p1 ¦ p2;AG′′εE)
= {p′1 ¦ p′2 | p′1 ∈ psp(p1; AG′′εB), p′2 ∈ psp(p1; BG′′εE′′), B ∈ N ′′}

である．ここで，q, q′ ∈ psp(p1 ¦ p2; AG′′εE′′)であるパターン q = q1 ¦ q2, q
′ = q′1 ¦ q′2につい

て次の二つ場合がありうる．

• あるBについて，q1, q
′
1 ∈ psp(p1; AG′′εB)かつ q2, q

′
2 ∈ psp(p1; BG′′εE′′)である．

• あるBとC（B 6= C）について，q1 ∈ psp(p1; AG′′εB)かつ q2 ∈ psp(p1; BG′′εE′′)であ

り，q′1 ∈ psp(p1; AG′′εC)かつ q′2 ∈ psp(p1; CG′′εE′′)である．

まず前者について考える．帰納法の仮定より，[[q1]]∩ [[q′1]] = ∅かつ [[q2]]∩ [[q′2]] = ∅である．
仮に，v ∈ [[q1 ¦ q2]]かつ v ∈ [[q′1 ¦ q′2]]となる vが存在したとする．このとき，[[q1]] ⊆ [[p1]] か

つ [[q′1]] ⊆ [[p1]]となり，[[q2]] ⊆ [[p2]] かつ [[q′2]] ⊆ [[p2]]となる．ここで v ∈ [[p1 ¦ p2]] であるか

ら，言語Vdl+におけるパターンマッチの一意性より v = v1 ¦ v2と一意に分解できる．す

ると v2 ∈ [[q2]]かつ v2 ∈ [[q2]]となり矛盾．よって，[[q1 ¦ q2]] ∩ [[q′1 ¦ q′2]] = ∅である．
次に後者について考える．式 (*)より [[q2]] ∩ [[q′2]] = ∅である．仮に，v ∈ [[q1 ¦ q2]]かつ

v ∈ [[q′1 ¦ q′2]]となる v が存在したとする．このとき，[[q1]] ⊆ [[p1]] かつ [[q′1]] ⊆ [[p1]]となり，

[[q2]] ⊆ [[p2]] かつ [[q′2]] ⊆ [[p2]]となる．ここで v ∈ [[p1 ¦ p2]] であるから，言語Vdl+における

パターンマッチの一意性より v = v1 ¦v2と一意に分解できる．すると v2 ∈ [[q2]]かつ v2 ∈ [[q2]]

となり矛盾．よって，[[q1 ¦ q2]] ∩ [[q′1 ¦ q′2]] = ∅である．

上の補題により，式 (D-PSP)が成り立つため以下が言える．

定理 7.3. アルゴリズムAlg-Spは決定的なプログラムを返す．

よって，Alg-Spにおいて，我々は関数の出力の型を推論していない．これは，Vdl+の

関数の出力がパターンにより分解されることがないためである．つまり，ある関数から呼び

出される関数の入力は，必ず，呼び出した関数の入力の一部分になっている．アルゴリズム

Alg-Spの停止性はこの条件に依存している．また，Vdl+において関数の定義域は，正規生

垣言語では表現できない場合があることにも注意する．言語Vdl+についても，Alg-Spが

成功するのは，非正規性が関数の再帰構造のみから現れるためである．アルゴリズムAlg-Sp

は，関数の再帰構造を変更しない．そのため，元の関数の定義域が正規生垣言語では表現で

きない場合は，特化された後でも関数の定義域は正規生垣言語では表現できない．たとえば，

関数 cf
data T =̂ (<a>|<b>)∗

cf (x :: T ) =̂ g(x)
g(ε) =̂ ε

g(<a> ¦ r ¦ <b>) =̂ <c> ¦ g(x) ¦ <d>
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は，以下の関数へと特化される．

cf (x :: T ) =̂ g|T (x)
g|T (ε) =̂ ε

g|T (<a> ¦ r :: T ¦ <b>) =̂ <c> ¦ g|T (x) ¦ <d>

関数 gの定義域も関数 g|T の定義域も，{<a>n<b>n | n ∈ N}であり，正規生垣言語では表現
できない．

型に基づく関数の特化は，プログラム中変数パターンの型を置き換え，呼び出される関数

を特化したものに置き換えることにより，型付けにおける「部分型付け」規則の使用を除去

していると見ることができる．

関数を特化することにより，関数の挙動が引数の型には依存せず再帰構造のみから分かる

ようになる．

定理 7.4 (完全な特化). 特化後のプログラムにおいて，規則 g(−→p ) =̂ . . . の右辺に出現する関

数 f(−→x )に対し，任意の代入 θについて，∃−→v . f(−→x θ) ⇓ −→v であるならば ∀x ∈ {−→x }. θ(x) ∈
[[Γ−→p (x)]]となる．

証明. アルゴリズムAlg-Spの定義と定理 7.1により，簡単に示される．

定理 7.5 (特化の正しさ). 特化により関数 f |−→
T
が f と

−→
T より得られたとする．このとき

−→v ∈ −→
T , f(−→v ) ⇓ −→u ならば，そのときに限り f |−→

T
(−→v ) ⇓ −→u となる．

証明. ここで「そのときに限り」

∀−→u ,−→v . −→v ∈ −→
T ∧ f(−→v ) ⇓ −→u ⇐ f |−→

T
(−→v ) ⇓ −→u

は定理 7.4とAlg-Spが関数の再帰構造を変えないことより明らかである．よって，「ならば」

∀−→u ,−→v . −→v ∈
−→
T ∧ f(−→v ) ⇓ −→u ⇒ f |−→

T
(−→v ) ⇓ −→u

を評価の証明木における#FunDepth(f(−→v ))の上の帰納法により示す．なお，#FunDepth

は第 5章において，証明に利用したものと同じで，#FunDepth(e)は，式 eを評価するの

に使用した Funの数を e ⇓ vの証明木に沿って縦に数えたもの最大値，つまり深さを表す．

基底：#FunDepth(f(−→v )) = 0．

このとき，規則

f(−→p ) =̂ −→q

で，ある代入について，−→p θ = −→v となるものが唯一存在する．定理 7.1より，特化された関

数 f |−→
T
は，

f |−→
T

(
−→
p′ ) =̂ −→q

となる規則で
−→
p′ θ = −→v となるものを唯一つ持つ．よって，f(−→v ) ⇓ −→q θであり，f |−→

T
(−→v ) ⇓ −→q θ

となる．
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帰納：#FunDepth(f(−→v )) > 1．

このとき，規則

f(−→p ) =̂ let {(−→yi ) =̂ fi(−→xi)}i∈{1,...,n}
in −→q

で，ある代入について，−→p θ = −→v となるものが唯一存在する．定理 7.1より，特化された関

数 f |−→
T
は，

f |−→
T

(
−→
p′ ) =̂ let {(−→yi ) =̂ fi|−→Si

(−→xi)}
i∈{1,...,n}

in −→q

となる規則で
−→
p′ θ = −→v となるものを唯一つ持つ．ただし，

−→
Si = Γ−→

p′
(−→xi)である．ここで，

−→xiθ ∈ −→
Si であるため，−→wiを

fi(−→xiθ) ⇓ −→wi

とおくと，帰納法の仮定より，

fi|−→Si
(−→xiθ) ⇓ −→wi

となる．よって，

η(−→yi ) = −→wi for all i ∈ {1, . . . , n}

により代入 ηを定義すると，

f(−→xiθ) ⇓ −→q θη

となり

f |−→
T

(−→xiθ) ⇓ −→q θη

となる．

定理 7.4と定理 7.5は，本章で我々が提案した特化手法の主要定理である．これらの定理

により，たとえば，我々は，変数と構成子のみからなる式を除き，式の値域（厳密な型）を

求める際に，式中の変数の型を気にする必要がなくなる．たとえば，関数呼出式 f(x)の値

域を求めるのに，xの型を知る必要はない．これは，特化後のプログラムにおいて，f が既

に xの型に特化されているためである．ただし，変数式 xの値域を求める際には xの型を

考える必要がある．

7.3.4 パターンの併合

特化手法を素朴に適用すると不必要に多くの規則を生成しうる．たとえば，関数 f

data A =̂ <a>(B)∗

data B =̂ (<b> | <c>)∗

f(ε) =̂ ε

f(<a>(x :: B) ¦ y :: A) =̂ <b>(x) ¦ f(y)
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に素朴Alg-Spを適用すると以下を得る．

data E =̂ ε

data S =̂ (<b> | <c>) ¦ (S | E)
data T =̂ <a>(S | E) ¦ (T | E)
f(ε) =̂ ε

f(<a>(x :: B) ¦ y :: A) =̂ <b>(x) ¦ f |A(y)
f |A(ε) =̂ ε

f |A(<a>(x :: S) ¦ y :: E) =̂ <b>(x) ¦ f |E(y)
f |A(<a>(x :: S) ¦ y :: T ) =̂ <b>(x) ¦ f |T (y)
f |A(<a>(x :: E) ¦ y :: E) =̂ <b>(x) ¦ f |E(y)
f |A(<a>(x :: E) ¦ y :: T ) =̂ <b>(x) ¦ f |T (y)
f |E(ε) =̂ ε

f |T (<a>(x :: S) ¦ y :: E) =̂ <b>(x) ¦ f |E(y)
f |T (<a>(x :: S) ¦ y :: T ) =̂ <b>(x) ¦ f |T (y)
f |T (<a>(x :: E) ¦ y :: E) =̂ <b>(x) ¦ f |E(y)
f |T (<a>(x :: E) ¦ y :: T ) =̂ <b>(x) ¦ f |T (y)

となる．これは，Aを記述するための曖昧でない正規生垣文法を部分集合構成により得ると

以下となるためである．
{A,B} → ε

{A} → <a>({B}){A,B}
{A} → <a>({B}){A}
{A} → <a>({A,B}){A, B}
{A} → <a>({A,B}){A}
{B} → <b>{A,B}
{B} → <c>{A,B}
{B} → <b>{B}
{B} → <c>{B}

ただし，特化された関数の定義においては，簡便のため T = {A}，S = {B}，E = {A,B}と
いう型名を用いた．ところが，この f に対しては以下のようなもっと簡潔な特化された関数

の定義が存在する．
f(ε) =̂ ε

f(<a>(x :: B) ¦ y :: A) =̂ <b>(x) ¦ f |A(y)
f |A(ε) =̂ ε

f |A(<a>(x :: B) ¦ y :: A) =̂ <b>(x) ¦ f |A(y)

この関数定義規則の不必要な増加は，双方向化において望ましくない．なぜならば，第 5

章の双方向化手法に従うと，我々は異なる規則に異なる構成子を用いることにより使用した

規則を識別するためである．ここで，使用した異なる識別構成子の数が多いほど，求まる補

関数は大きくなる．第 5章では，適切な規則集合の分割を与えることによって，異なる規則

に対し，同じ規則識別構成子を使用することができることを示した．しかし，特化において
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どの位規則が増加するかが自明ではないため，規則集合の分割を人が与えるのは難しい．確

かに規則集合の分割を機械的に与えることは可能であり，実際，機械的な分割構成法として，

言語Vdlに対する双方向化のプロトタイプ実装1 では貪欲に分割を構成する手法を採用し

ている．しかし，第 8章で詳しく述べるが，Vdl+に対しては，我々は規則の分割による識

別構成子の統一を行わない．なぜなら，分割のための条件がVdl+ではVdlよりも複雑に

なるし，また，変数パターンを使用することで分割による識別構成子の統一と同等のことが

できるためである．

そこで，我々はAlg-Spのステップ 4において生成されるパターンを併合することによっ

て，特化の性質を変えることなく生成される規則を減らすことを考える．たとえば，型Aと

パターン p = <a>(x :: B) ¦ y :: Aについて以下のパターンが生成される．

psp(p; {A, B}) ∪ psp(p; {A}) =


<a>(x :: E) ¦ y :: E

<a>(x :: E) ¦ y :: T

<a>(x :: S) ¦ y :: E

<a>(x :: S) ¦ y :: T


ところが，これらのパターンは併合し，一つのパターン

<a>(x :: B) ¦ y :: A

にすることができる．これにより，簡潔な特化された関数を得ることができるようになる．

つまり，我々はAlg-Spのステップ 4における，一つの引数に対する特化されたパターン

の集合の生成 ∪
j∈{1...ni}

psp(pi; A′′
i G′′

i
)

の結果得られるパターンを併合することを考える．ここでは，併合操作と併合可能なパター

ンの条件を与える．手続き pspの定義より，p′ ∈ psp(p; AG)であるならば，p′と pは変数パ

ターンの型を除いて同じ形式をしていることが言える．よって，p′, p′′ ∈ psp(p; AG)を併合

する際に Γp′ と Γp′′ を併合し，併合した型環境に基づき新たなパターンを構成することを考

える．

型環境 Γp′ と Γp′′ とを併合した際に，元と意味が変化しないことが，Alg-Spの正しさを

保証する上で必要である．すなわち，併合後の型環境を Γ′とすると(
∀{hx | x ∈ vars(p)} ∈ (HΣ)|vars(p)|.

(∀x. hx ∈ Γp′(x)) ∨ (∀x. hx ∈ Γp′′(x)) ⇔ (∀x. hx ∈ [[Γ′(x)]])

)
(Merge-Env)

となることである．たとえば，Γp′ = {x 7→ <a>, y 7→ <b>}と Γp′′ = {x 7→ <a>, y 7→ <c>}は
併合できて，

Γ′ = {x 7→ <a>, y 7→ (<b>|<c>)}
1http://www.ipl.t.u-tokyo.ac.jp/~kztk/bidirectionalization/
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となる．ところが，Γp′ = {x 7→ <a>, y 7→ <b>}と Γp′′ = {x 7→ <d>, y 7→ <c>}は併合できな
い．これは，式 (Merge-Env)を満たす Γ′が存在しないためである．式 (Merge-Env)を満た

さない場合，パターンを併合する前と併合した後でパターンにマッチする生垣の集合が異

なってしまう．

型環境の併合については，以下の十分条件2が与えられる．もし，

∃!x ∈ vars(p). ∀y ∈ vars(p). x 6= y ⇒ [[Γp′(y)]] = [[Γp′′(y)]] (Mergeable)

ならば，

Γ′(x) =

{
Γp′(x) | Γp′′(x) ∀y ∈ vars(p). x 6= y ⇒ Γp′(y) = Γp′′(y)
Γp′(x) otherwise

により型環境の併合が行える．

型環境の併合が成功すれば，p中の x :: T を x :: Γ′(x)で置き換えることにより，併合さ

れたパターン p′′′が得られる．ここで，p中の x :: T を，x :: Γp′(x)で置き換えたものが p′

であり，x :: Γp′′(x)で置き換えたものが p′′であることに注意する．式 (Merge-Env)により，

[[p′′′]] = [[p′]] ∪ [[p′′]]

であることが保証される．

例として前述のパターンの集合

p1 = <a>(x :: E) ¦ y :: E

p2 = <a>(x :: E) ¦ y :: T

p3 = <a>(x :: S) ¦ y :: E

p4 = <a>(x :: S) ¦ y :: T

を併合することを考える．なお，それぞれ，以下の型環境と対応づいている．

Γp1 = {x 7→ E, y 7→ E}
Γp2 = {x 7→ E, y 7→ T}
Γp3 = {x 7→ S, y 7→ E}
Γp4 = {x 7→ S, y 7→ T}

2必要十分条件を考える必要はない．なぜなら，必要十分条件は，

(∃x ∈ vars(p). [[Γp′(x)]] = [[Γp′′(y)]] = ∅)
∨ (∀x ∈ vars(p). [[Γp′(x)]] ⊆ [[Γp′′(x)]])
∨ (∀x ∈ vars(p). [[Γp′(x)]] ⊇ [[Γp′′(x)]])
∨ (Mergeable)

であるが，上三行の条件は，アルゴリズム Alg-Sp中で pspの返すパターンの集合もしくはそれを併合して得
られるパターンの集合に含まれるパターン p′, p′′ については，成り立たないためである．手続き pspの第一規則
および第二規則の条件式により，一行目の場合が起こらないことが保証される．また，psp(p; AG)が Alg-Sp
中で呼ばれる場合，Gは曖昧でないことから，pspの返すそれぞれのパターン pについて，[[p]]は互いに素であ
る．そのため，二行目と三行目が起こらない．



7.4 特化手法の拡張 125

条件 (Mergeable)より，Γp1 と Γp2，Γp1 と Γp3，Γp2 と Γp4，Γp3 と Γp4 が併合できる．ここ

で，Γp1 と Γp2，Γp3 と Γp4 とを併合したとすると，以下が得られる．

Γ12 = {x 7→ E, y 7→ A}
Γ34 = {x 7→ S, y 7→ A}

併合において，Γp1 と Γp2 の併合と Γp1 と Γp3 との併合を同時に行えないことに注意する．

これは，特化後のプログラムの決定性を保証するためである．型環境 Γ12 と Γ34 は，条件

(Mergeable)を満たすため，併合可能であり，併合すると型環境

Γ1234 = {x 7→ B, y 7→ A}

を得る．型環境 Γ1234からパターンを構成すると

<a>(x :: B) ¦ y :: A

を得る．これまで述べた通り，パターンの併合をAlg-Spに導入することで，プログラム

data A =̂ <a>(B)∗

data B =̂ (<b> | <c>)∗

f(ε) =̂ ε

f(<a>(x :: B) ¦ y :: A) =̂ <b>(x) ¦ f(y)

から，簡潔な特化されたプログラム

f(ε) =̂ ε

f(<a>(x :: B) ¦ y :: A) =̂ <b>(x) ¦ f |A(y)
f |A(ε) =̂ ε

f |A(<a>(x :: B) ¦ y :: A) =̂ <b>(x) ¦ f |A(y)

を得ることができる．

なお，パターンの併合は停止性を壊さない．これは，パターンの併合が導入する型は，既

存の型の選言で記述されるものであるためである．

7.4 特化手法の拡張

本章では，我々は言語 Vdl+ で記述されたプログラムの特化について議論してきた．こ

れは，後の双方向化のためである．提案する特化アルゴリズムAlg-Sp自体は，Vdl+より

も広いクラスのプログラムに対し適用することができる．これは，特化手法の停止性（定理

7.2）や正しさ（定理 7.5）は，関数の出力がパターンマッチによって分解されることはない

というプログラムの性質のみに依存しているためである．そのため，たとえばプログラムが，

macro forest transducer [PS04]のような，累積変数を含む場合も提案する特化手法は停止

し，正しく動く．ただし，プログラム累積変数を含む場合，定理 7.4には少々変更が必要に
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なる．特化された後においても，関数の引数のうち累積変数部分については型を考慮する必

要がある．

提案する特化手法はXML属性の操作を含むプログラムも扱うことができる．これは，ど

の要素がどのXML属性かという情報は，正規生垣文法に埋め込むことにより扱えるためで

ある．しかし，単純にXML属性に関する制約を正規生垣文法で扱ってしまうと，正規生垣

文法の非終端記号の数が爆発する．なぜなら，n個の異なるXML属性を扱うためには，2n

個の非終端記号が必要なためである．これは，XML属性は同じ属性が重複してはならない

がどの順番で現れてもよいため，どのXML属性が既に現れたかを区別しなければならない

ためである．XML属性に対する特化を効率よく行うためには，レコード型 [BP99]の取り

扱いに関する議論が応用できることが期待できる．

なお，本論文は，累積変数およびXML属性を含むプログラムの双方向化の議論はしない．

第 9章で述べるように，これらは今後の課題である．

7.5 まとめ

本章では，我々はVdl+で記述されたプログラムに対する，引数の型に基づく関数の特化

手法を与えた．本章の提案する特化手法は，必ず停止し，決定的なプログラムを返す．特化

により，関数の呼出式の値域と関数の値域が一致するようなる．そのため，関数の単射性や

可能な評価結果が，関数が使用される文脈，つまり引数の型，によって変わることがなくな

る．これにより，より多くの関数の単射性を効果的に解析でき，よりよい補関数を求めるよ

うになることが期待される．
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本章では， 第 6章の言語Vdl+で記述されたプログラムに対する双方向化について述べ

る．双方向化の基本的なアイデアは第 5章のものと同様である．すなわち，順方向変換がど

こで単射性を失っているのかを調べ，順方向変換を単射にするの十分な情報を返すように補

関数を導出し，導出された補関数に基づき逆方向変換を定める．

8.1 補関数の導出

第 5章では，我々は以下の情報を補関数に含めるようにすることで補関数を構成した．

• 使用されない変数．

• 評価が使用する規則．

言語Vdl+についても同様に，我々は補関数をこれらの情報を含めるようにし構成する．た

とえば，関数

fst(x, y) =̂ x

に対し，使用されない変数 yの情報を補うことにより，以下の補関数が得られる．

fstc(x, y) =̂ y

また，たとえば，関数
add(<z>) =̂ y

add(<s> ¦ x, y) =̂ <s> ¦ add(x, y)

に対し，評価中に使用される規則を識別子により憶えることで，以下の補関数が得られる．

add c(<z>) =̂ B1(y)
add c(<s> ¦ x, y) =̂ B2(add c(x, y))

しかし，言語Vdlの場合と異なり，言語Vdl+で記述されたプログラムに対しては，上

の二つの情報を補うだけでは不十分な場合がある．たとえば，以下の関数 g1と g2を考える．

data T =̂ <a>∗

data S =̂ <b>∗

g1(x :: T, y :: T ) =̂ x ¦ y

g2(x :: S, y :: T ) =̂ x ¦ y
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関数 g1, g2両方に対し，上の二つの情報を補う必要はない．なぜなら，g1, g2の左辺に出現

する変数は全て右辺式に出現し，また，g1, g2は一つの規則から成るためである．ところが，

g2が単射であるに対し，g1は以下のように単射ではない．

g1(<a><a>, <a>) = <a><a><a>

g1(<a>, <a><a>) = <a><a><a>

したがって，補関数を作成するためには，連接に対しても情報を補う必要がある．言語Vdl+

で記述された関数に対し，我々は，上記二つ情報に加え連接演算の第一引数の生垣の長さの

情報を補うことによって，補関数を導出する．たとえば，g1に対し，本章で提案する補関数

導出手法は以下の補関数を導出する．

g1
c(x :: T, y :: T ) =̂ length(x)

第 5章では，関数の単射性を解析することで，より小さい補関数を導出できることを示し

た．これは，言語Vdl+についても同様である．言語Vdl+で記述された関数の単射性を

判定するためには，連接を考慮する必要がある．たとえば，上の g2は g1とは異なり単射で

ある．なぜなら，g2の返り値 <b> . . . <b><a> . . . <a>は，x :: Sに属する部分と y :: T に属す

る部分に常に一意に分解できるためである．つまり，g2の右辺において，連接の演算の第一

引数の式の値域 [[S]]と第二引数の式の値域 [[T ]]の上で，連接演算「¦」が単射となっている．
本節では，まず 8.1.1節において，言語 Vdl+ で記述されたプログラム中の式の値域の，

厳密な推論手法を与える．しかし，得られる厳密な値域はあまり双方向化の議論において扱

いやすいものではない．たとえば，言語Vdl+の二つの式の値域に重なりがあるかどうかは

決定不能である．よって，式の値域を直接利用すると，単射性解析を行うことができない．

よって，8.1.2節において，値域を扱いやすいように近似する手法について述べる．その後，

8.1.3節において近似された値域を用いて，健全に単射性判定が行えることを示す．そして，

8.1.4節で補関数導出法に述べる．

8.1.1 値域の厳密な推論

ここでは，関数の値域を厳密に推論する手法を与える．すなわち，

f(. . . x :: S . . . y :: T . . . ) =̂ . . . g(x, y) . . .

の中の g(x, y)について，集合

{v | g(x, y) ⇓ v, x ∈ [[S]], y ∈ [[T ]]}

の記述を与える．プログラムに対し，第 7章に示した関数の引数の型に基づく特化を行うこ

とにより，関数の値域と関数呼出式の値域を一致させられる．関数呼出式の値域がわかれば，
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あとは他の式の値域は簡単に求めることができる．よって，関数の値域を厳密に推論できれ

ば，式の値域を厳密に求めることができる．

第 5章に示したように，言語Vdlで記述されたプログラムに対しては，正規木文法によ

り式の値域を表現することができる．言語Vdlと比べ，言語Vdl+は以下の言語要素を含

むため，式の値域は正規生垣言語よりも複雑になる．

• 連接．

• 多返値関数．

たとえば，関数
wrapCD(ε) =̂ ε

wrapCD(<a>(x)) =̂ <c> ¦ wrapCD(x) ¦ <d>

の値域は {<c>n<d>n | n ≥ 0}と正規生垣言語にならない．また，たとえば，関数

snocAB(x) =̂ let (s, t) =̂ g(x) in <first>(s) ¦ <second>(t)
g(<z>) =̂ (<a>, <b>)
g(<s> ¦ x) =̂ let (s, t) =̂ g(x) in (<c> ¦ t, <c> ¦ s)

の値域も正規生垣文法にならず，また依存性が含まれる．関数 snocAB の返り値は <first>

と <second>の子供に同数の <c>を含む．また，関数 snocAB の返り値は，<first>要素の

末端が <a>ならば必ず <second>要素の末端は <b>であり，<first>要素の末端が <b>な

らば必ず <second>要素の末端は <a>である．

我々は，構文主導翻訳 [AU72]において議論された「同期」の概念を含む文脈自由生垣文

法を用いることにより，関数の値域を表現する．言語Vdlで記述された関数については，第

5章に示したように，[MPS07]と同様に引数の情報を「忘れる」ことにより関数の値域を表

現していた．言語Vdl+に対しては，同じ多返値関数呼出の返り値であるという「同期」情

報を除き引数の情報を忘れることで，関数の値域を求められる．たとえば，上の snocAB の

値域は以下の文法の非終端記号 T により表現される．

TsnocAB → <first>(π1Tg) ¦ <second>(π2Tg)
Tg → (<a>, <b>)
Tg → (<c> ¦ π2T

(1)
g , <c> ¦ π1T

(1)
g )

上の二行目は，g(<s> ¦ x)の返り値は，同じ g(x)の呼出の返り値の第二要素の頭に <c>要素

を連接したものと第一要素の頭に <c>要素を連接したものの組であることを表している．

定義 8.1 (文脈自由多生垣文法). 文脈自由多生垣文法Gは，三つ組G = (Σ, N,R)である．

ここで，Σ，N，Rは以下の通りである．

• Σは構成子の集合．

• N は返り値の数が関連付けられた非終端記号の集合．
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• Rは生成規則の集合であり，それぞれの生成規則は以下の形式をしている．

A → (C1[πj11A
(i11)
11 , . . . , πj1n1

A
(i1n1 )
1n1

], . . . , Cm[πjm1A
(im1)
m1 , . . . , πjmnm

A
(i1nm )
mnm ])

ここで，C1, . . . , CmはΣ上の文脈，A11, . . . , Amnm ∈ N であり，i11, . . . , imnm ∈ Nは
同期のための識別子であり，j11, . . . , jmnm ∈ Nは射影のための識別子である．また，
右の組の要素数mは非終端記号Aに関連付けられた返り値の数である．さらに，πiB

と書いた場合，Bの返り値の数を lとして i ≤ lであるとする．

上の定義は，複数のテキスト間の翻訳の枠組みであるMultitext Grammar [Mel03]を拡張

した文法である，Generalized Multitext Grammar [MSW04]に近い．文脈自由多生垣文法G

において，全ての非終端記号の返り値の数が一で生成規則の右辺の同期識別子が互いに異な

るとき，文法Gを文脈自由生垣文法と呼ぶ．文脈自由生垣文法は，context-free sequence-tree

automata [OST03]と同じものだが，生垣の二分木表現の上の文脈自由木文法 [CDG+97]よ

り表現力が小さい．

簡便のため，生成規則において同期識別子が右辺で一意である場合，同期識別子を省略す

る場合がある．また，返り値の数が 1である非終端記号 Aについて，π1A
(i)を単に A(i)と

書く．

文脈自由多生垣文法に対し生成関係を定める．同じ同期識別子を持つ非終端記号は，同時

に展開されなければならない．

定義 8.2 (生成関係). 文脈自由多生垣文法G = (Σ, N,R)に対し，生成関係→Gを以下で定

める．

−→
C [πk1A

(i), . . . πkl
A(i)]

→G
−→
C

Ck1 [πjk11
A

(i,ik11))

k11 , . . . , πjk1n1
A

(i,ik1n1
)

k1n1
],

. . . ,

Ckl
[πjkm1

A
(i,ikl1

)

kl1
, . . . , πjkln1

A
(i,ikln1

)

kln1
]


m

A → (C1[πj11A
(i11)
11 , . . . , πj1n1

A
(i1n1 )
1n1

], . . . , Cm[πjm1A
(im1)
m1 , . . . , πjmnm

A
(i1nm )
mnm ]) ∈ R

ただし，
−→C は，πkA

(i)という形式の非終端記号を含まないとする．

定義 8.3 (言語，非終端記号の意味). 文脈自由多生垣文法G = (Σ, N,R)に対し，n返値の

非終端記号A ∈ N の言語を以下で与える．

[[A]]G = {w | (d1, . . . , dn) ∗→G w,A → (d1, . . . , dn) ∈ R}
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例 8.1 (Mirror). 第 6章の例 6.3の関数mirror を考える．このとき，mirror の値域は以下

の文法の T により与えられる．

Tmirror → ε

Tmirror → Char (1) ¦ Tmirror ¦ Char (1)

Char → a | b | c | . . .

たとえば，

T
()
mirror →（Char (1) ¦ Tmirror ¦ Char (1)) → (a ¦ T ¦ a)

→ (<a> ¦ Char (1,1) ¦ Tmirror ¦ Char (1,1) ¦ <a>) → (a ¦ b ¦ T ¦ b ¦ a) → a ¦ b ¦ b ¦ a

となる．

例 8.2 (目次の付与). 第 6章の例 6.5の関数 tocを考える．このとき，tocの返り値の集合は

以下の文法の T により与えられる．

Ttoc → (<ul>(π1T
(1)
f ), π2T

(1)
f )

Tf → (ε, ε)
Tf → (<li>(String(1)) ¦ <ul>(π1G

(2)) ¦ π1T
(3)
f , <h1>(String(1)) ¦ P ¦ π2T

(2)
g ¦ π2T

(3)
f )

Tg → (ε, ε)
Tg → (<li>(String(1)) ¦ π1T

(2)
g , <h2>(String(1)) ¦ P ¦ π2T

(2)
g )

P → <p>(String)

形式的には，以下のアルゴリズムにより，関数の値域を記述する文脈自由多生垣文法を得

られらる．

アルゴリズム 8.1 (関数の値域の厳密な推論).

入力：プログラム P = (G = (Σ, N,R), R′)

出力：文脈自由多生垣文法G′′ = (Σ′′, N ′′, R′′)

手続き：

1. Σ′′ := Σ．

2. N ′′ := N ∪ {Tf | f(. . . ) =̂ · · · ∈ R′}．
3. R′′ := R．

4. それぞれの規則 r′ ∈ R′

r′ = f(−→p ) =̂ let {(−→yi ) =̂ fi(−→xi)}i∈{1,...,n}
in (

−→C [y11, . . . , y1|−→y |, . . . , yn1, . . . , yn|−→yn|, z1, . . . , z|−→z |])

について以下を行う．

(a) R′′ := R′′ ∪ {r′′}．ここで，

r′′ = Tf → (
−→C [π1T

(1)
f1

, . . . , π|−→yi |T
(1)
fi

, . . . , π1T
(n)
fn

, . . . , π|−→yn|T
(n)
fn

, S1, . . . , Sn]

である．ただし，(S1, . . . , Sn) = (Γ−→p (z1), . . . , Γ−→p (zn))とする．
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5. G′′ = (Σ′′, N ′′, R′′)．

定理 8.1. プログラム P について，関数の値域の推論アルゴリズムにより文法 Gが得られ

たとする．このとき，

∃θ. f(−→x θ) ⇓ −→v ⇒ (π1Tf , . . . , π|−→v |Tf ) ∗→ −→v

が成り立つ．

証明. 式の評価に関する帰納法により示す．今 f(−→x θ)について，f(−→x θ) ⇓ vとなったとす

る．このとき，規則

f(−→p ) =̂ let {(−→yi ) =̂ fi(−→xi)}i∈{1,...,n} in (
−→
C [−→y1 , . . .

−→yn,−→z ])

で，ある ηについて−→x θ = −→p ηとなるものが存在する．このとき，プログラムの意味より，
−→u1, . . .

−→un,−→w を
∀i ∈ {1, . . . , n}. fi(−→xiη) ⇓ −→ui
−→w = −→z η

とおくと，
−→v =

−→
C [−→u1, . . .

−→un,−→w ]

と書ける．

一方Gは規則

Tf → (
−→
C [π1T

(1)
f1

, . . . , π|−→yi |T
(1)
fi

, . . . , π1T
(n)
fn

, . . . , π|−→yn|T
(n)
fn

,
−→
S ])

を持つ．ここで，
−→
S = (Γ−→p (z1), . . . , Γ−→p (z|−→z |))

である．パターンへの代入の定義より，

∀i ∈ {1, . . . , |−→z |}. wi ∈ [[Γ−→p (zi)]]

となる．よって，
−→
S

∗→ −→w

となる．帰納法の仮定より，それぞれの i ∈ {1, . . . , n}について

(π1T
()
fi

, . . . , π−→yi
T

()
fi

) ∗→ −→ui

である．よって，Gは文脈自由なので

(π1T
()
f , . . . , π|−→v |T

()
f ) ∗→ C[−→u1, . . .

−→un,−→w ] = −→v

となる．

上で，n = 0のときが，帰納法の基底に対応する．
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定理 8.2. プログラム P について，関数の値域の推論アルゴリズムにより文法 Gが得られ

たとする．このとき，

∃θ. f(−→x θ) ⇓ −→v ⇐ (π1Tf , . . . , π|−→v |Tf ) ∗→ −→v

が成り立つ．

証明. 生成に関する帰納法により示す．

プログラムの規則

f(−→p ) =̂ let {(−→yi ) =̂ fi(−→xi)}i∈{1,...,n} in (
−→C [−→y1 , . . .

−→yn,−→z ])

について考える．

今，Gの規則

Tf → (
−→C [π1T

(1)
f1

, . . . , π|−→yi |T
(1)
fi

, . . . , π1T
(n)
fn

, . . . , π|−→yn|T
(n)
fn

,
−→
S ])

について，

(π1T
()
f , . . . , π|−→v |T

()
f ) → (

−→C [π1T
(1)
f1

, . . . , π|−→yi |T
(1)
fi

, . . . , π1T
(n)
fn

, . . . , π|−→yn|T
(n)
fn

,
−→
S ]) ∗→ −→v

となったとする．ここで，
−→
S = (Γ−→p (z1), . . . , Γ−→p (z|−→z |))

である．このとき，文法Gが文脈自由であることから，

∀i ∈ {1, . . . , n}. (π1T
(i)
fi

, . . . , π|−→yi |T
(i)
fi

) ∗→ −→ui−→
S

∗→ −→w

となる−→u1, . . .
−→unと−→w により，

−→v =
−→C [−→u1, . . .

−→un,−→w ]

と書ける．

帰納法の仮定から，

∀i ∈ {1 . . . n}. fi(−→xiη) ⇓ −→ui

となるような ηが存在する．また，
−→wζ = −→v

となる ζ が存在する．プログラムが既に特化されていることから，

∀x ∈ {x | η(x) 6= x}. xη ∈ [[Γ−→p (x)]]

となる．ここで，−→x θ = −→p ηζ とすると

f(xθ) ⇓ −→C [−→u1, . . .
−→un,−→w ] = −→v

となる．

帰納法の基底は，上で (π1Tf , . . . , π|−→v |Tf ) → (
−→
C []) = −→v となるときである．
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定理 8.1と定理 8.2から，前述の関数の値域の推論アルゴリズムは厳密であると言える．

関数の値域が求まったので，これにより，式の値域を厳密に求めることができる．しかし，

式の厳密な値域をそのまま双方向化に利用することは難しい．これは，文脈自由多生垣文法

により記述された二つの値域に重なりがあるかどうかが一般に決定不能であるためである．

第 5章では，二つの規則の右辺式の厳密な型に重なりがあるかを調べることにより単射性を

解析し，より小さい補関数を導出していた．

文脈自由多生垣文法のもとで記述される二つの値域に重なりがあるかないが一般には決定

不能であることを確認しておく．なお，二つの文脈自由文法についてその生成する文字列に

重なりがあるかないかが決定不能であることはよく知られた事実である [HMU06]ため，文

脈自由多生垣文法の上で重なり判定であるかないかを示すことには新規性はない．文脈自由

多生垣文法の上で重なり判定を確認する目的は，言語Vdl+の性質を確認するためである．

我々は，文脈自由多生垣文法の上で重なり判定が決定不能であることを，決定不能問題の一

つであるポストの対応問題（Post’s Correspondence Problem）[Pos46] に帰着することによ

り示す．

問題 (ポストの対応問題). 文字列の集合 α1, . . . , αnと β1, . . . , βnが与えられているとする．

このとき，列

i1, . . . , im ∈ {1, . . . , n}, 0 < m < ∞

で，

αi1 . . . αim = βi1 . . . βim

とできるものがあるかどうか判定せよ．

たとえば (
α1 α2 α3

β1 β2 β3

)
=

(
100 0 1

1 100 00

)
に対しては，列

−→
i = (1, 3, 1, 1, 3, 2, 2)

により，

αi1αi2αi3αi4αi5αi6αi7 = 1001100100100

βi1βi2βi3βi4βi5βi6βi7 = 1001100100100

とできる．また， (
α1 α2 α3

β1 β2 β3

)
=

(
1 0 1

10 100 00

)
に対しては，どんな列 i1, . . . , imを持ってきても，

αi1 . . . αim = βi1 . . . βim
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とすることはできない．

ポストの対応問題は決定不能である [Pos46]．よって，文脈自由多生垣文法の重なり判定

を解くことでポストの対応問題を解けるように，ポストの対応問題を文脈自由多生垣文法の

重なり判定に埋めこむことができれば，文脈自由多生垣文法の重なり判定の決定不能性を示

すことができる．

これには，二つの手法がある．一つは

Tα → (α1 ¦ Tα ¦ I1)
Tα → (α2 ¦ Tα ¦ I2)

. . .

Tα → ε

Tβ → (β1 ¦ Tβ ¦ I1)
Tβ → (β2 ¦ Tβ ¦ I2)

. . .

Tβ → ε

と連接に埋めこむ方法である．そして，もう一つは，

Tα → (labelify(α1)[π1T
(1)
α ], I1(π2T

(1)
α ))

Tα → (labelify(α2)[π1T
(1)
α ], I2(π2T

(1)
α ))

. . .

Tα → (ε, ε)

Tβ → (laberify(β1)[π1T
(1)
β ], I1(π2T

(1)
β ))

Tβ → (laberify(β2)[π1T
(1)
β ], I2(π2T

(1)
β ))

. . .

Tβ → (ε, ε)
laberify(ε) = 21

laberify(a :: Char ¦ y) = La(laberify(y))

と同期に埋めこむ方法 [Fül94]である．たたし，Ii や La は添字により異なるラベルである

とする．どちらの場合にも，[[Tα]] ∩ [[Tβ]] = ∅かどうか判定することによって，ポストの対
応問題が解けてしまうため，文脈自由多生垣文法の重なり判定問題の決定不能を結論づけら

れる．

よって，これまでの議論から以下が言える．

定理 8.3. 言語Vdl+で記述されたプログラムについて，二つの式の値域に重なりがあるか

どうかは一般には決定不能である．

上記定理は

• プログラムが多返値関数を含むが，連接を含まないとき

• プログラムが連接を含むが，多返値関数を含まないとき

のいずれの場合も同様である．なお，プログラムが多返値関数も連接も含まない場合，プロ

グラムは式の型を表現する文脈自由多生垣文法は正規生垣文法になるので，式の値域の重な

り判定は決定可能である．また，上の定理は，言語 Vdl+で記述されたプログラムにおけ

る二つの式の値域に重なりがあるかどうか判定するためには，

• 右辺における連接

• 多返値関数
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のどちらにも何らかの対策が必要であることを示唆している．

また，言語Vdl+で記述されたプログラムに対し，厳密な単射性判定はできないことも

同様にして確認できる．

直接利用することはできないにも関わらず，式の値域を厳密に求めたのは，重なりの判定

を効果的に行うために，何を近似する必要があるのかを明らかにするためである．

8.1.2 値域の近似

効果的に重なりの判定を行うために，我々は関数呼出式の値域を正規生垣言語により近似

したのち，他の式の値域を近似された関数呼出式の値域に従い近似する．前述のように，文

脈自由多生垣文法における以下の二つが，式の値域の重なり判定を行う際に問題になる．

• 多返値関数に相当する同期．

• 連接に相当する文脈自由性．

よって，我々はそれぞれに対応して文法を近似する．

我々は以下の二ステップにより型の近似を行う．

1. 同期の近似

• 文脈自由多生垣文法を文脈自由生垣文法で近似する．

2. 文脈自由性の近似

(a) Morhiと Nederhofの近似手法 [MN01]の変種により，文脈自由生垣文法を強正

規文脈自由生垣文法で近似する．

(b) 強正規文脈自由生垣文法を等価な正規生垣文法に変換する．

文脈自由多生垣文法の文脈自由生垣文法による近似

文脈自由多生垣文法をその文法を近似する文脈自由生垣文法への変換は非常に単純であ

り，文脈自由多生垣文法の各規則

A → (C1[πj11A
(i11)
11 , . . . , πj1n1

A
(i1n1 )
1n1

], . . . , Cm[πjm1A
(im1)
m1 , . . . , πjmnm

A
(i1nm )
mnm ])

を文脈自由生垣文法の規則

π1A → C1[πj11A11, . . . , πj1n1
A1n1 ]

...
πmA → Cm[πjm1Am1, . . . , πjmnm

Amnm ]

へと変換することで達成できる．



8.1 補関数の導出 137

たとえば，例 8.2の文法を文脈自由生垣文法で近似すると以下となる．

π1Ttoc → <ul>(π1Tf )
π2Ttoc → π2Tf

π1Tf → ε

π1Tf → <li>(String) ¦ <ul>(π1Tg) ¦ π1Tf

π2Tf → ε

π2Tf → <h1>(String) ¦ P ¦ π2Tg ¦ π2Tf

π1Tg → ε

π1Tg → <li>(String) ¦ π1Tg

π2Tg → ε

π2Tg → <h2>(String) ¦ P ¦ π2Tg

P → <p>(String)

定理 8.4. 文脈自由多生垣文法Gを近似して文脈自由文法G′が得られたとする．このとき，

G中の n返り値非終端記号 T について，

(π1T
(), . . . , πnT ()) ∗→G (v1, . . . , vn) ⇒ ∀i ∈ {1, . . . , n}. πiT

∗→G′ vi

となる．

証明. →G⊆→G′ であることにより明らか．

MohriとNederhofの近似

次に得られた文脈自由生垣文法を正規生垣文法で近似することを考える．我々は，Mohriと

Nederhofの近似手法 [MN01]の生垣版を使用することによりこれを行う．MohriとNederhof

の近似手法 [MN01]は，元々は，文字列上の文脈自由文法を強正規（strongly-regular）文

脈自由文法で近似する手法である．強正規な文法は，簡単かつ効果的に正規文法に変換でき

る [MN01]．

まず，強正規性を定義しておく．

定理 8.5 (強正規文脈自由生垣文法). 文脈自由文法が強正規であるとは，全ての生成規則

A → hについて，もし，h = C[B]な Bについて B
∗→ C′[A]となるならば，h中で Bは連

接の最右に位置することである．

非終端記号AとBについて，A
∗→ C[B]であり，B

∗→ C′[A]であるとき，AとBは相互再

帰的に定義されていると言う．この概念を用いて，文脈自由生垣文法が強正規であるとは，

全ての非終端記号Aに対し相互再帰的に定義されるBが存在するなら，任意のB → hとい

う形式の規則について，hに A含まれるならば Aは連接の最右に位置する，と言い換える

ことができる．たとえば，文法

A → aBA B → ε B → bB
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は強正規である．なぜなら，Bは連接の最右に位置してはいないが，B
∗→ C[A]とはならな

いためである．対し，文法

A → aBb B → A B → bB

は強正規ではない．これは，Aと Bは相互再帰的に定義されているにもかかわらず，Bは

Aの規則において連接の最右に出現していないためである．

MohriとNederhofの近似手法は，強正規でない原因となっている規則に着目することで，

強正規でない文法を強正規な文法で近似する．もし，AとBが相互再帰的に定義されている

と，規則A → C[B ¦ h]を含む文法は強正規ではない．彼らの手法は，元の規則A → C[B ¦ h]

をA → C[B]に置き換え，hの部分を生成するために，新たな非終端記号BRを導入し規則

BR → hを追加する．また，このときB
∗→ vBRと元の非終端が生成する生垣 vを生成した

後BRを生成するように，Bの規則を置き換える．たとえば，以下の文脈自由文法を考える．

A → aAb A → ε

彼らの近似手法により得られる文法は以下である．

A → aA A → AR AR → bAR

元の文法において [[A]] = {anbn | n ∈ N}であったのが，近似後 [[A]] = {anbm | n,m ∈ N} =

[[a∗b∗]]となっている．別の例として，以下の文脈自由生垣文法を考える．

A → <a>(<b>A<c>) ¦ <d> A → ε

生垣版の彼らの手法は以下を返す．

A → <a>(<b>A) ¦ <d> ¦ AR A → AR AR → ε AR → <c>

ここで，AR → <c>ARでないのは，<c>は元のAの規則の最右に出現しているわけではな

いためである．

具体的な近似アルゴリズムを以下に示す．

アルゴリズム 8.2 (文脈自由生垣文法の強正規文脈自由生垣文法による近似).

入力： 文脈自由生垣文法G.

出力： 強正規文脈自由生垣文法G′．

手続き：

1. 文法G中のそれぞれの非終端記号Aについて，以下を繰り返す．

2. もし，Aについて，規則A → hで

• 非空な生垣 h′とAと相互再帰的に定義されている非終端記号 Bについて，h =

C[Bh′]と書ける．
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ものが存在しないのなら，G中のA → hという形の規則を，G′へ追加する．

3. 文法G中の全ての非終端記号Aについて，AR → εという規則をG′へ追加する．

4. 文法G中の全ての生成規則 A → hのうちステップ 2の条件が成り立たないものにつ

いて, 以下のステップ 5–7を繰り返す．

5. もし，hを h = C[B1h1, . . . Bmhm] ¦ C1g1 ¦ . . . ¦ Cngnと，条件

• C中でホールの右に非空な生垣が来ることはない．

• B1, . . . , Bm, C1, . . . , CnはそれぞれAと相互再帰的に定義されている．

• C, h1, . . . , hm, g1, . . . , g1は，Aと相互再帰的に定義される非終端記号を含まない．

を満たすように書くことができるならば，生成規則

A → C[B1, . . . , Bm]C1

CR
1 → g1C2 . . . CR

i → giCi+1 . . . CR
n−1 → gn−1Cn CR

n → gnAR

をG′へ追加し，ステップ 7へ進む.

6. もし，hを h = C[B1h1, . . . , Bmhm]と，条件

• C中でホールの右に非空な生垣が来ることはない．

• B1, . . . , BmはそれぞれAと相互再帰的に定義されている．

• C, h1, . . . , hmは，Aと相互再帰的に定義される非終端記号を含まない．

を満たすように書くことができるならば，生成規則

A → C[B1, . . . , Bm]AR

をG′に追加し，ステップ 7へ進む．

7. ステップ 5もしくは 6における，それぞれのBiと hi（i ∈ {1, . . . ,m}）について，以
下の補助手続きを適用する．

補助手続き：（入力：B, h）：

1’. 文脈 C′を以下の条件を満たすように定める．

• h = C[D1f1, . . . , Dlfl]．

• C′でホールの右に非空な生垣が来ることはない．

• D1, . . . , Dlは，それぞれBと相互再帰的に定義されている．

• C, f1, . . . , flは，Bと相互再帰的に定義される非終端記号を含まない．

2’. 規則

BR → C[DL
1 , . . . , DL

l ]

をG′に追加する．
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3’. この補助手続きをそれぞれのDiと fi（i ∈ {1, . . . , l}）について適用する．

なお，上のアルゴリズムにおける補助手続きは，元の文字列版のMohriとNederhofの近

似手法 [MN01]には含まれないものである．この補助手続きは，前述の生垣版の近似の例に

おいて，生垣 <c>は元の Aの規則の最右に出現しているわけではないため，AR → <c>AR

ではなくAR → <c>が追加されていることに相当する．

補題 8.1. 上のアルゴリズムにより，文脈自由生垣文法 Gから強正規文脈自由生垣文法G′

が得られたとする．このとき，全てのG中の非終端記号Aについて，もし，Aがステップ

2の条件を満たすならば，

A
∗→G v ⇒ A

∗→G′ v

そうでないなら

A
∗→G v ⇒ A

∗→G′ vAR

となる．

証明. 帰納法により示す．

基底：A →G v．

このとき，

A → v

という規則がG中に存在する．このとき，

A → v

という規則か

A → vAR

という規則がG′中に存在する．ここで，AR → εという規則がG′中に存在するので，

A
∗→G′ v

となる．

帰納：A →G h
∗→G v．

Aがステップ 2の条件を満たす場合は明らかでなので，そうでない場合を考える．

まず，hがステップ 5の条件を満たすように，

h = C[B1h1, . . . Bmhm] ¦ C1g1 ¦ . . . ¦ Cngn



8.1 補関数の導出 141

と書くことができた場合を考える．このとき，生垣w1, . . . , wm, v1, . . . , vnが存在して，v =

C[w1, . . . , wm]¦v1 ¦. . .¦vn かつ，各 i ∈ {1, . . . ,m}についてBihi
∗→ wiであり各 j ∈ {1, . . . , n}

についてCjgj
∗→ vjである．ここで，Cj

∗→G xjかつgj
∗→G yjなxjとyjについて，vj = xj ¦yj

と書ける．このとき，G′は規則

A → C′[B1, . . . , Bm]C1

CR
1 → g1C2 . . . CR

j → gjCj+1 . . . CR
n−1 → gn−1Cn CR

n → gnAR

を含む．帰納法の仮定より，gj
∗→G′ yj としてよい．これは，仮に gj

∗→G′ yjX
RとなりXR

が残っても，XR → εという規則がG′に含まれるためである．これにより，帰納法の仮定

Ci
∗→ xiC

R
j より

C1
∗→G′ x1C

R
i

∗→ x1g1C2

∗→G′ x1y1x2C
R
2

∗→G′ x1y1 . . . xn−1yn−1xnCR
n

∗→G′ x1y1 . . . xn−1yn−1xngnAR

∗→G′ x1y1 . . . xn−1yn−1xnynAR

= v1 . . . vnAR

となる．

あとは，

Bi
∗→ wi (i ∈ {1, . . . ,m})

を示せばよい．ここで，Bi
∗→G zi, hi

∗→G uiとなる ziと uiについて，wi = zi ¦ uiと書け

る．帰納法の仮定より，Bi
∗→G′ ziB

R
i がいえるので，BR

i
∗→G′ uiを示せばよい．これを示

すのに，hiの構造に対する帰納法を用いる．ここで，hi = Ci[Di1fi1, . . . , Dilfil]と書けたと

する．もし，l = 0ならば，生成規則

BR
i → Ci[]

をG′が持つ．関係 ( ∗→G)に対する帰納法の仮定より，Ci[]
∗→G uiより，Ci[]

∗→G′ uiとして

よい．もし，l = 0ならば，生成規則

BR
i → Ci[Di1, . . . , Dil]

を持つ．このとき，hiの構造に対する帰納法の仮定より，

fik
∗→G′ sik ⇒ DR

ik →G′ sik

そして，関係 ( ∗→G)に対する帰納法の仮定より

Dik
∗→G′ tik ⇒ D1

∗→ tikD
R
il



142 第 8章 XML上の変換プログラムの双方向化

となる．よって，

BR
i

∗→G′ ui

である．

ここまでの議論より，

A
∗→G′ C[w1, . . . , wm]v1 . . . vn

∗→G′ vAR

が言える．これにより，hがステップ 5の条件を満たす場合には，主張は真．

あとは hがステップ 6の条件を満たすように，

h = C[B1h1, . . . Bmhm]

と書くことができた場合であるが，これも上と同様にして示すことができる．

定理 8.6. 上のアルゴリズムにより，文脈自由生垣文法 Gから強正規文脈自由生垣文法G′

が得られたとする．このとき，全てのG中の非終端記号Aについて，

A
∗→G v ⇒ A

∗→G′ v

となる．

証明. 補題 8.1より明らか．

なお，アルゴリズムの定義より明らかであるが，元の文法の全ての生成規則がステップ

2の条件を満たすときには，アルゴリズムは基本的には元の文法を変更しない．正確には，

AR → εという規則が追加されているものの，ARは我々が興味のある非終端記号から生成

されることがない．ステップ 2の条件は，元のプログラムにおいて，相互再帰的に定義され

る関数の関数呼出が，常に連接の右端にあることに相当する．たとえば，第 6章における関

数 c2x のプログラムは，特化されており，多返値関数を含まず，相互再帰的に定義される関

数を含まないため，近似後の文法も関数呼出式の値域を厳密に記述している．

強正規文脈自由生垣文法の正規生垣文法への変換

最後に強正規文脈自由生垣文法を等価な正規生垣文法に変換することで，文脈自由多生垣

文法の正規生垣文法により近似は完了する．この変換は，treeless関数の融合変換（fusion）

[Wad90]と同様の手法で行える．また，同様の変換は，XDuceにおいても，ユーザの記述

した型を内部表現に変換するために用いられている [Hos03]．

強正規文脈自由生垣文法の正規生垣文法への変換は，正規生垣文法の生成規則を（有向）

グラフと見るとわかりやすい．すなわち，A → σ(B)Cという生成規則を，σsiblingというラ

ベルを持つ枝で節点 Aと C がリンクされていて，σchildrenというラベルを持つ枝で節点 A
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とBがリンクされている，と見る．また，A → εという規則を持つ節点とそうでない節点

を区別する．正規生垣文法には対応するグラフがあるので，強正規文脈自由生垣文法の正規

生垣文法への変換は，強正規文脈自由生垣文法の各非終端記号をグラフにおきかえ生成規則

に従い接合し正規生垣文法に対応するグラフを構成していく．下のアルゴリズムにおいて，

未出の非終端記号の導入は節点の導入に対応する．また辞書は，ある節点X に対応するグ

ラフを作成するのにあたって，そのグラフの作成中にX に対応するグラフを再び生成する

ことなくX への枝を生成するために使用される．

アルゴリズム 8.3 (強正規文脈自由生垣文法の正規生垣文法への変換).

入力： 強正規文脈自由生垣文法G = (Σ, N,R).

出力： 正規生垣文法G′ = (Σ, N ′, R′)．

手続き：

1. R′ := ∅．
2. N ′ := N．

3. 辞書Dicを用意する．始めはDicは空．

4. G中のそれぞれの規則A → hについて，以下で定まる手続き f(h,A)を適用する．以

下でX,Y は未出の非終端記号を表すとする．

f(h,A) =
if h = ε then

R′ := R′ ∪ {A → ε}
if h = B then

R′ := R′ ∪ {A → B}
if h = σ(h′) then

f(σ(h′) ¦ ε,A)
if h = σ(h1) ¦ h2 then

f(h1, X);
f(h2, Y );
N ′ := N ′ ∪ {X,Y };
R′ := R′ ∪ {A → σ(X)Y }

if h = B ¦ h2 then
if B ¦ h2をDicが含む．

N ′ := N ′ ∪ Dic[B ¦ h2];R′ := R′ ∪ {A → D[B ¦ h2]}
else

Dic[B ¦ h2] := X;
R′ := R′ ∪ {A → X};
for each h of (B → h) ∈ R do

f(h ¦ h2, X)

5. G′ = (Σ, N ′, R′)とする．
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上の手続きの動作を説明するのに以下の強正規文脈自由生垣文法を用いる．

A → Bb B → ε B → aB

まず，最初の状態では，Dic = ∅，N ′ = N，R′ = ∅である．ここで規則A → Bbについて手

続き呼び出し f(Bb, A)が実行される．生垣Bbは辞書Dicに登録されていないので，未出

の識別子Xを導入し，Dic = {Bb → X}としR′ = {A → X}とする．そして，Bを展開し，

f(b, X)および f(aBb, X)を実行する．どちらから実行しても結果は同等であるが，仮に最

初のものから実行したとする．手続き呼び出し f(b, X)の結果，規則X → bが追加され，規

則はR′ = {A → X,X → b}となる．手続き呼び出し f(aBb, X)を実行を考える．ここで，

未出の識別子 Y を導入し，生成規則X → aY を追加し，f(Bb, Y )を実行する．ここで，Bb

は辞書Dicに登録されているため，生成規則 Y → Xを追加する．これで，A → Bbに対す

る規則生成は終了したので，B → εと B → aB のそれぞれに対し，f(ε,B)，f(aB,B)を

実行する．最終的には，以下の文法が得られる．

A → X X → b X → aY Y → X B → ε B → aZ Z → B

ここまでの議論から，各関数呼出式の近似された値域を正規生垣文法により記述すること

ができる．残りの式の値域の近似は，規則

f(−→p ) =̂ let {(−→yi ) =̂ fi(−→xi)}i∈{1,...,n} in (−→q )

中の式 q′（−→q =
−→
C [q′]）の近似された値域を，関数の近似された値域を表現する型環境

Γ := Γ−→p ∪ {yij 7→ πjTfi
, i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . , |−→yi |}}

より，

ranΓ(q)

で与えることにより，関数呼出式の近似された値域から自然に定めることができる．返り値

の数 n個の関数 f の値域と近似された値域に対し，

ran(f) ⊆ [[π1Tf ]] × · · · × [[πnTf ]]

となることに注意する．また，これは式の値域について同様である．等号が成立する十分条

件は，プログラムが次の二つをともに満たすことである．

• 多返値関数を含まない．

• 相互再帰的に定義される関数の関数呼出が必ず連接の右端に現れる．
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8.1.3 単射性判定

ここでは，式の近似された値域に基づき，順方向変換の単射性を健全に判定することがで

きることを述べる．単射だと判定された関数については，もっとも小さい補関数を得ること

ができ，もっとも効果的な逆方向変換を得ることができる．そのため，単射性の判定は効果

的な逆方向変換を導出するために重要である．

集合 S1 × S2の上で，演算子「¦」が単射となる条件を考える．もし，演算子「¦」が単射
でない場合，またそのときに限り

∃(h1, h2), (h3, h4) ∈ (S1 × S2). h1 ¦ h2 = h3 ¦ h4 ∧ h1 6= h3 ∧ h2 6= h3

が成り立つ．すなわち，S1 ‖ S2あれば，S1 × S2の上で演算子「¦」が単射であり，そうで
なければ，演算子「¦」が単射ではない．
よって，以下の三箇所に注目することにより関数の単射性判定を行うことができる．

• 未使用の変数

• 異なる規則の右辺式の値域の重なり

• 連接演算子の引数となる二つの式の値域の水平方向の重なり

集合 S1と T1（S1 ⊆ T1）および S2と T2（S2 ⊆ T2）について，以下が成り立つ．

S1 ∩ S2 6= ∅ ⇒ T1 ∩ T2 6= ∅
S1 ∦ S2 ⇒ T1 ∦ T2

このため，近似された値域を用いても，我々は非単射な関数を必ず非単射を判定する手続き

を構成することができる．

プログラムP = ( , Q, )に対し，図 8.1に定める関係の最小不動点により，P中の単射な
関数を全て含む集合NINJPを定める．直観的には，図 8.1の関係は，上の三個所のいずれか

を含む関数は非単射であることを示している．明らかに単射な関数の集合 INJP は，NINJP

より INJP = Q \ NINJP として定めることができる．図 8.1の上の三つの規則は，第 5章

の図 5.3.3の三つの規則と同様である．

定理 8.7 (単射性判定の健全性). 集合 INJP に含まれる関数は全て単射である．

証明. 対偶，つまり，非単射な関数は全てNINJP に含まれることを示す．具体的には，

∃−→v ,−→v ′, u. −→v 6=
−→
v′ ∧ f(−→v ) ⇓ −→u ∧ f(−→v ′) ⇓ −→u ⇒ f ∈ NINJP (INJ-Sound+)

を示す．

今，ある−→v，−→v ′および uに対し，f(−→v ) ⇓ uかつ f(
−→
v′ ) ⇓ uとなったとする．このとき，

以下の二つの場合しかない．
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∃f(−→p ) =̂ −→e ∈ R. lostvars(f(−→p ) =̂ −→e ) 6= ∅
f ∈ NINJP

NINJ-LostVar

∃f(−→p ) =̂ let {(−→yi ) =̂ fi(−→xi)}i∈{1,...,n} in (−→q ) ∈ R,

∃f(−→p ′) =̂ let {(−→yi
′) =̂ f ′

i(
−→xi

′)}i∈{1,...,n′} in (−→q ′) ∈ R.
−→p 6= −→p ′ ranΓ(−→q ) ∩ ranΓ′(−→q ′) 6= ∅

f ∈ NINJP
NINJ-Overlap

ただし，

{
Γ := Γ−→p ∪ {yij 7→ πjTfi

, i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . , |−→yi |}},
Γ′ := Γ−→p ′ ∪ {y′ij 7→ πjT

′
f ′

i
, i ∈ {1, . . . , n′}, j ∈ {1, . . . , |−→yi

′|}}．

∃f(−→p ) =̂ let {(−→yi ) =̂ fi(−→xi)}i∈{1,...,n} in (−→q ) ∈ R, ∃i. fi ∈ NINJP

f ∈ NINJP
NINJ-Call

∃f(−→p ) =̂ let {(−→yi ) =̂ fi(−→xi)}i∈{1,...,n} in (
−→
C [q1 ¦ q2]) ∈ R.

ranΓ(q1) ∦ ranΓ(q1)
f ∈ NINJP

NINJ-HOverlap

ただし，Γ := Γ−→p ∪ {yij 7→ πjTfi , i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . , |−→yi |}}．

図 8.1. プログラムP = (G,Q,R)より，非単射な関数を全て含む集合NINJP を求める関係

場合 1． f(−→v ) ⇓ uの証明木と f(
−→
v′ ) ⇓ uの証明木が変数への束縛を除いて等しい場合．つ

まり，二つの証明木がそれぞれの Fun節点において同じ規則を用いている場合．

場合 2. それ以外．

場合 1について，我々は主張 (INJ-Sound+)を#FunDepth(f(−→v ))についての帰納法に

より示す．ここで，#FunDepth(e)は，式 eを評価するのに使用したFunの数を e ⇓ vの

証明木に沿って縦に数えたもの最大値，つまり深さを表す．

基底：f(−→v ) = f(−→v ′) = 0．

このとき，let束縛を持たない規則

r = f(−→p ) =̂ (−→q )

で，−→p θ = −→v ,−→p θ′ = −→v ′となる代入 θ, θ′に対し，−→q θ = −→u かつ−→q θ′ = −→u となるものが存在
する．もし，lostvars(r) = ∅であったとする．すると vars(q) = vars(p)かつ−→q θ = −→q θ′より，
−→p θ = −→p θ′が言える．これは−→v 6= −→v ′に矛盾する．よって，lostvars(r) = vars(−→p )\vars(−→q ) 6=
∅である．これは，NINJ-LostVarの条件であるため，f ∈ NINJP となる．
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帰納：#FunDepth(f(−→v )) = #FunDepth(f(
−→
v′ )) > 0．

このとき，規則

r = f(−→p ) =̂ let {(−→yi ) =̂ fi(−→xi)}i∈{1,...,n}
in (−→q )

で，−→p θ = −→v ,−→p θ′ = −→v ′ となる代入 θ, θ′ に対し，f(−→p θ) ⇓ −→u かつ f(−→p θ′) ⇓ −→u とな
るものが存在する．ここで，−→q が非単射な連接を含まないと仮定してよい．なぜなら，−→q
が非単射な連接を含む場合 NINJ-HOverlap の条件より，f ∈ NINJP となるためであ

る．ここで，−→q =
−→C [−→y1 , . . . ,

−→yn,−→x ]とおく．このとき，−→q の連接は単射であるため，−→u =
−→
C [−→w1, . . . ,

−→wn,−→x θ] =
−→
C [−→w1, . . . ,

−→wn,−→x θ′] と一意に書ける．このとき，−→wi（i ∈ {1, . . . , n}）
は fi(−→xiθ)および fi(−→xiθ

′)の評価結果である．すなわち，fi(−→xiθ) ⇓ −→wiであり fi(−→xiθ
′) ⇓ −→wiで

ある．もし lostvars(r) 6= ∅ならば，NINJ-LostVarの条件より，f ∈ NINJP となる．よっ

て，lostvars(r) = ∅である場合を考える．ここで，−→p θ 6= −→p θ′かつ−→x θ = −→x θ′であるため，
−→xiθ 6= −→xiθ

′となる iが存在する．ただし，fi(−→xiθ)と fi(−→xiθ
′)の評価結果は一致するため，fi

は非単射である．このとき，帰納法の仮定より，fi ∈ NINJP である．これは，NINJ-Call

の条件であるため，f ∈ NINJP となる．

場合 2に対し，我々は主張 (INJ-Sound+)を#FunDepth(f(−→v ))+#FunDepth(f(
−→′v ))

についての帰納法で示す．

基底：f(−→v ) + f(−→v ′) = 0．

このとき，let束縛を持たない二つの規則

r = f(−→p ) =̂ (−→q )

r′ = f(−→p ′) =̂ (−→q ′)

で，−→p θ = −→v ,−→p ′θ′ = −→v ′となる代入 θ, θ′に対し，−→q θ = −→u かつ−→q ′θ′ = −→u となるものが存在
する．これは，ranΓ−→p (−→q )∩ ranΓ−→p ′ (

−→q ′) 6= ∅であることに他ならないため，NINJ-Overlap

の条件より，f ∈ NINJP となる．

帰納：#FunDepth(f(−→v )) > 0, #FunDepth(f(−→v ′)) = 0もしくは#FunDepth(f(−→v )) =
0, #FunDepth(f(−→v ′)) > 0．

この場合も使用した二つの規則が異なることから，上と同様に，主張 (INJ-Sound+)は証

明される．
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帰納：#FunDepth(f(−→v )) > 0, #FunDepth(f(−→v ′)) > 0．

このとき，以下の二つの場合がある．

• 関数 f の二つの異なる規則で，その左辺−→p ,−→p ′について，ある θ, θ′に対し，−→p θ = −→v
かつ

−→
p′ θ′ =

−→
v′ となるものが存在する．

• 評価 f(−→v ) ⇓ −→u と f(−→v ′) ⇓ −→u との証明木において，それぞれの根で同じ規則を使用
している．

第一の場合については，二つの規則が異なるため，これまでと同様の議論により主張 (INJ-

Sound+)を証明できる．よって，第二の場合について考える．このとき，規則

r = f(−→p ) =̂ let {(−→yi ) =̂ fi(−→xi)}i∈{1,...,n}
in (−→q )

で，−→p θ = −→v ,−→p θ′ = −→v ′ となる代入 θ, θ′ に対し，f(−→p θ) ⇓ −→u かつ f(−→p θ′) ⇓ −→u とな
るものが存在する．ここで，−→q が非単射な連接を含まないと仮定してよい．なぜなら，−→q
が非単射な連接を含む場合 NINJ-HOverlap の条件より，f ∈ NINJP となるためであ

る．ここで，−→q =
−→C [−→y1, . . . ,

−→yn,−→x ]とおく．このとき，−→q の連接は単射であるため，−→u =
−→
C [−→w1, . . . ,

−→wn,−→x θ] =
−→
C [−→w1, . . . ,

−→wn,−→x θ′] と一意に書ける．このとき，−→wi（i ∈ {1, . . . , n}）
は fi(−→xiθ)および fi(−→xiθ

′)の評価結果である．すなわち，fi(−→xiθ) ⇓ −→wiであり fi(−→xiθ
′) ⇓ −→wi

である．仮定より，どれかの iについて，fi(−→xiθ)と fi(−→xiθ
′)の証明木は異なる．これは，ま

た−→xiθ 6= −→xiθ
′であることを意味する．すなわち，fiは単射ではない．このとき，帰納法の

仮定により，NINJ-Callから，f ∈ NINJP である．

近似した値域を用いているため単射性判定は完全ではない．つまり，単射であるが INJP

に含まれない関数が存在しうる．しかし，定理 8.7単射性判定は健全ではあるため，INJP

に含まれる関数は，全て単射である．第 5と同様の議論により，特化されたプログラムPに
対し，もし，全ての式に対し式の近似された値域と式の値域が一致するならば，INJP が全

ての単射関数を含むことが言える．

8.1.4 補関数導出

言語Vdl+で記述された関数に対する補関数導出は，第 5章のアルゴリズムAlg-Scと

ほぼ同様である．ただし，言語 Vdl+のプログラムは次の関数 gのように非単射な連接を

含む場合がある．
data A =̂ <a>∗

data B =̂ <b>∗

f(x :: A, y :: B) =̂ x ¦ y

g(x :: A, y :: A) =̂ x ¦ y
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関数 gのような非単射な連接を含む関数に対しては

gc(x :: A, y :: A) =̂ length(x)

と非単射な連接の第一引数の長さを補関数に含めることにより，補関数を作成する．ただし，

関数は複数個の非単射な連接を含みうるため．式の識別子を用い，どの lengthがどの連接

に対応するのかを区別する．たとえば，

data A =̂ <a>∗

g(x :: A, y :: A, z :: A,w :: A) =̂ <a>(x ¦ y) ¦ <b>(z ¦ w)

に対し，もし，#(x ¦ y) = 1, #(z ¦ w) = 2とすると，本章の補関数導出は以下の補関数を求

める．

gc(x :: A, y :: A, z :: A, w :: A) =̂ B1(length1(x), length2(z))

を求める．簡便のためこれ以降，e1 ¦ e2の識別子が kである場合，e1 ¦(k) e2と書く．また，

連接演算は結合的であるが，結合順により導出される補関数が異なりうる．たとえば，以下

の f と gは，連接の結合を除いて等価な関数である．

data A =̂ <a>∗;data B =̂ <b>∗

f(x :: A, y :: B, z :: B) =̂ (x ¦ y) ¦(1) z

g(x :: A, y :: B, z :: B) =̂ x ¦ (y ¦(2) z)

しかし，連接を第一引数の長さの情報を補うようにして得られる補関数は以下のように異

なる．
f c(x :: A, y :: B, z :: B) =̂ B1(length1(x ¦ y))
gc(x :: A, y :: B, z :: B) =̂ B2(length2(x))

本論文において，補関数導出においては「¦」は右結合演算子であると扱う．つまり，

e1 ¦ e2 ¦ e3

と書くと

e1 ¦ (e2 ¦ e3)

を意味する．

第 5章のアルゴリズムAlg-Scと異なり，言語Vdl+で記述されたプログラムに対する

本章の補関数の導出アルゴリズムは，規則の集合の分割をしない．これは，変数パターンを

利用することにより，規則集合の分割と同等の補関数が得られる場合が多いためである．た

とえば，以下の関数 pred を考える．

r1 = pred(<z>) =̂ <z>

r2 = pred(<s> ¦ <z>) =̂ <z>

r3 = pred(<s> ¦ <s> ¦ r) =̂ <s> ¦ r
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第 5章のAlg-Scと同様に，規則集合の分割 {r1} ] {r2, r3}を利用し補関数を導出すると，
補関数

predc(<z>) =̂ B1

predc(<s> ¦ <z>) =̂ B2

predc(<s> ¦ <s> ¦ r) =̂ B2

が得られる．それに対し，以下のように定義された pred を考える．

pred(<z>) =̂ <z>

pred(x :: (s∗ ¦ <s> ¦ <z>))) =̂ pred ′(x)
pred ′(<s> ¦ <z>) =̂ <z>

pred ′(<s> ¦ <s> ¦ r) =̂ <s> ¦ r

ここで，関数 pred ′は単射だと判定することができるため，その情報を利用することで，規

則集合を用いることなしに上と同等な補関数

predc(<z>) =̂ B1

predc(x :: (<s>∗ ¦ <s> ¦ <z>))) =̂ B2

が得られる．

変数パターンを利用し別の関数定義を与えることにより，規則集合の分割により得られる

補関数と同等な補関数が，得られるとは限らない．しかし，我々は，第 5章のAlg-Scをい

くつかの例に適用した結果以下の経験則を得たため，言語 Vdl+に対する補関数導出にお

いては規則集合の分割を考えない．

• 規則集合の分割が有効な例はあまりない．それに対し，構成子の取り外しのほうが zip

などのように有効に働く例が多い．

• 関数 pred のように，規則集合の分割が有効な例に対しては，変数パターンを用いて関

数定義を書き直すことで同等な補関数を得られる．

• ユーザにとって規則集合の分割の与え方が明確でない．

言語Vdl+で記述された関数に対する補関数導出アルゴリズムAlg-C+を以下に示す．導

出される補関数の返り値は，木でも生垣でもなく，「生垣を葉として含む木」の列であること

に注意する．

アルゴリズム 8.4 (補関数導出：Alg-C+).

入力： 言語Vdl+のプログラム P
出力： 言語Vdl+のプログラム Pc

手続き：
1. P 中のそれぞれの規則 r

r = f(−→p ) =̂ let {(−→yi ) =̂ fi(−→xi)}i∈{1,...,n}
in (−→q )

について，以下により補関数の規則 rcを構成する．
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(a) 各−→yi について，−→yi = (yi1, . . . , yi|−→yi |)とおく．

(b) Γ := Γ−→p ∪ {yij 7→ πjTfi
| i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . , |−→yi |}}とする．

(c) I := {i | fi ∈ INJP}とする．
(d) Y :=

∪
i∈{1,...,n},i 6=I {

−→yi}とする．
(e) V := lostvars(r)とする．

(f) −→q ′ := (Br1(
−→
q1

c, V ), . . . , Brm(
−−→
qm

c, V ))とする．ただし，−→q = (q1, . . . , qm)であり，

以下の関係 c
;により Γ, Y, qi

c
;

−→
qi

cであるとする．

Γ, Y, ε
c
; ()

Eps
x /∈ Y

Γ, Y, x
c
; ()

Var-Inj
y ∈ Y

Γ, Y, y
c
; yc

Var-NInj

Γ, Y, e
c
;

−→
ec

Γ, Y, σ(e) c
;

−→
ec

Con

ranΓ(e1) ∦ ranΓ(e2) Γ, Y, e1
c
;

−→
e1

c Γ, Y, e2
c
;

−→
e2

c

Γ, Y, e1 ¦(i) e2
c
; lengthi(e),

−→
e1

c,
−→
e2

c
Cat

ranΓ(e1) ‖ ranΓ(e2) Γ, Y, e1
c
;

−→
e1

c Γ, Y, e2
c
;

−→
e2

c

Γ, Y, e1 ¦ e2
c
;

−→
e1

c,
−→
e2

c
ICat

(g) もし，|−→q1
c, V | = 1，. . . , |−−→qm

c, V | = 1，すなわち，Br1, . . . , Brmの引数の数が一で

あり，rの右辺式の近似された値域が，f の他の規則の右辺式の近似された値域

と重なりがなければ，−→q ′ := ((
−→
q1

c, V ), . . . , (
−−→
qm

c, V ))とおきなおす．

(h) 規則 rcを以下で得る．

rc = f c(−→p ) =̂ let {(−→yi
c) =̂ fi

c(−→xi)}i∈{1,...,n},i 6=I

{(−→yi ) =̂ fi(−→xi)}i∈{1,...,n}
in (−→q ′)

ただし，−→yi
c = (yi1

c, . . . , yi|−→yi |
c)とする．

2. 規則 rcを集めてプログラム Pcを構成する．

木の場合と異なり，生垣の場合は，C[x1, x2]θ = hとなる代入が一意には定まらない．た

とえば，C = 21 ¦ 22, h = <a>である場合に，C[<a>, ε] = C[ε, <a>] = hとなる．アルゴリズ

ムAlg-C+正しさの証明において，この問題を回避するため以下の補題を用いる．補題 8.2

は，直感的には，もし，このような代入が複数個存在した場合には，それぞれ代入に対し補

関数の返り値が異なることを示している．もう少し正確に言うと，型環境 Γの元で eは非単

射と判定される連接を含んでいる場合があるため，ある生垣 hに対し eθ = hとなる代入 θ

が複数個存在する場合があるが，変数集合 Y に対し Γ, Y, ecとなる ecについて，そのよう

なそれぞれの代入に対し ecの取る値は互いに異なる．

補題 8.2. Γ, Y, e
c
;

−→
ec となったとする．このとき，eθ = eθ′かつ ∀x. θ(x), θ′(x) ∈ Γ(x) で

あったならば，∃z ∈ vars(e). θ(z) 6= θ′(z) ⇒ ∀η, η′.
−→
ecθη 6= −→

ecθ′η′となる．
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証明. 式 eの構造に関する帰納法により示す．

基底：e = εもしくは e = x．

条件 eθ = eθ′のもとで，∃z ∈ vars(e). θ(z) 6= θ′(z)となることはない．よって主張は真．

帰納：e = σ(e′)．

帰納法の仮定より，直截．

帰納：e = e1 ¦ e2．

まず，ranΓ(e1) ‖ ranΓ(e2)である場合を考える．このとき，

(e1 ¦ e2)θ = (e1 ¦ e2)θ′ ⇒ e1θ = e1θ
′ ∧ e2θ = e2θ

′

となる．帰納法の仮定より，
∀η1, η

′
1.
−→
e1

cθη1 6= −→
e1

cθ′η′1,

∀η2, η
′
2.
−→
e2

cθη2 6= −→
e2

cθ′η′2

となる．今，仮に

(
−→
e1

c,
−→
e2

c)θη = (
−→
e1

c,
−→
e2

c)θ′η′

となったとする．このとき

−→
e1

cθη =
−→
e1

cθ′η′ ∧
−→
e2

cθη =
−→
e2

cθ′η′

となり，帰納法の仮定に矛盾．よって，

∀η, η′. (
−→
e1

c,
−→
e2

c)θη 6= (
−→
e1

c,
−→
e2

c)θ′η′

により，主張は真．

次に，ranΓ(e1) ∦ ranΓ(e2)である場合を考える．このとき，

(e1 ¦ e2)θ = (e1 ¦ e2)θ′ ∧ e1θ 6= e1θ
′ ∧ e2θ 6= e2θ

′

となりうる．このとき，必ず length(e1θ) 6= length(e1θ
′)である．よって，

∀η, η′. (length(e1),
−→
e1

c,
−→
e2

c)θη 6= (length(e1),
−→
e1

c,
−→
e2

c)θ′η′

により，主張は真．

アルゴリズムAlg-C+は正しい．つまり，以下が成り立つ．
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定理 8.8 (Alg-C+の正しさ). プログラム P = (G,Q,R) に対し，Alg-C+によりプログ

ラム P c = (Gc, Qc, Rc)が得られたとする．このとき，全ての関数記号 f ∈ Qに対し [[f c]]は

[[f ]]の補関数である．

証明. 式 eを評価するのに使用したFunの数を e ⇓ vの証明木に沿って縦に数えたもの最大

値，つまり深さを，#FunDepth(e)と書く．

以下を示すことが必要十分である．

任意の f ∈ Qおよび任意の−→v ,−→v ′ ∈ dom(f)について−→v 6= −→v ′となるならば，

[[f ]](−→v ) = [[f ]](
−→
v′ ) ⇒ [[f c]](−→v ) 6= [[f c]](−→v ′)

となる．

これを，#FunDepth(f(−→v )) + #FunDepth(f(−→v ′))の上の帰納法で示す．

元の関数 f の定義域と対応する補関数 f cの定義域とは等しいことに注意する．

基底：#FunDepth(f(−→v )) + #FunDepth(f(−→v ′)) = 0．

このとき，規則 r, r′ ∈ R

r = f(−→p ) =̂ (−→q )

r′ = f(
−→
p′ ) =̂ (−→q ′)

と代入 θ, θ′で
−→p θ = −→v , −→p ′θ′ = −→v ′, [[f ]](−→v ) = [[f ]](

−→
v′ )

を満たすもの存在する．もし，r 6= r′であったとすると，rcと r′cの右辺式の構成子が必ず

異なるため，主張は正しい．なお，この場合 rと r′の右辺式の値域に重なりがあるため，右

辺式 rcと r′cの右辺式の構成子は取り除かれることがないことに注意する．よって，r = r′

である場合を考える．ここで，−→q θ = −→q θ′である．もし θ(x) 6= θ′(x)となる xが存在した仮

定する．このとき，x ∈ vars(−→q )ならば，−→q θ 6= −→q θ′より補題 8.2 から補関数値が必ず異な

り主張は真．このとき，x ∈ lostvars(r)ならば，補関数の右辺は lostvars(r)を含むため補関

数値が異なり主張は真．よって，∀x ∈ vars(−→q ). θ(x) = θ′(x)となる場合を考える．このと

き，−→v = −→p θと −→v ′ = −→p θ′は異なるにもかかわらず [[f ]](−→v ) = [[f ]](−→v ′)であるため，変数

z ∈ lostvars(r)で θ(z) 6= θ′(z)となるものが存在する．補関数の右辺式は，lostvars(r)を含

むため，[[f c]](−→v ) 6= [[f c]](−→v ′)が成り立つ．

帰納：#FunDepth(f(−→v )) > 0, #FunDepth(f(−→v ′)) = 0もしくは#FunDepth(f(−→v )) =
0, #FunDepth(f(−→v ′)) > 0．

このとき，必ず評価 f(−→v ) ⇓ −→u と f(−→v ′) ⇓ −→u の証明木は根で必ず異なる規則を使用して
いる．あとは，上で r 6= r′の場合と同様である．
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帰納： #FunDepth(f(−→v )) > 0, #FunDepth(f(−→v ′)) > 0．

このとき

r = f(−→p ) =̂ let {(−→yi ) =̂ fi(−→xi)}i∈{1,...,n}
in (−→q )

r′ = f(−→p ′) =̂ let {(−→yi
′) =̂ f ′

i(
−→xi

′)}i∈{1,...,n′}
in (−→q ′)

と代入 θ, θ′で
−→p θ = −→v , −→p ′θ′ = −→v ′, [[f ]](−→v ) = [[f ]](

−→
v′ )

を満たすもの存在する．もし r 6= r′ である場合，これまでの議論と同様に主張は正しい．

よって，r = r′である場合を考える．このとき−→p θ 6= −→p θ′であることから，次の三つの場合

を考えればよい．

• θ(z) 6= θ′(z)となる zが存在し，z ∈ lostvars(r)

• θ(z) 6= θ′(z)となる zが存在し，z ∈ {−→xi}

• θ(z) 6= θ′(z)となる zが存在し，z ∈ (vars(−→q ) ∩ vars(−→p ))

一つ目の場合，補関数の規則 rcの定義より [[f c]](−→v ) 6= [[f c]](−→v )となる．よって二つ目の場

合を考える．このとき，[[fi]](−→xiθ) 6= [[fi]](−→xiθ
′)であったとすると，補題 8.2より主張は真．

よって，[[fi]](−→xiθ) = [[fi]](−→xiθ
′)が成り立つ場合を考える．ここで−→xiθ 6= −→xiθ

′となるため，帰

納法の仮定より [[fi
c]](−→xiθ) 6= [[fi

c]](−→xiθ
′)が言える．よって，[[f c]](−→v ) 6= [[f c]](

−→
v′ )が成り立

つ．三つ目の場合は，補題 8.2より主張は真．

いくつかの例により，Alg-C+の効果を確認する．

例 8.3 (三人目以降の著者1). 以下の関数 simplyfyAuthors は，文献リストから <author>

を持つ書籍のみを抜き出しその上で，本の著者が三人以上の場合に三人目以降を省略し，

1変換 simplyfyAuthors は XML Query Use Cases（http://www.w3.org/TR/xquery-use-cases）の
“XMP”-Q6を簡略化したものである．元の変換のソースは XML属性を含んでいるが，関数 simplyfyAuthors
は XML属性を考慮していない．
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<et-al>に置き換える．

data Author =̂ <author>(<last>(String) ¦ <first>(String))
data Authors =̂ Author ¦ Author∗

data Editor =̂ <editor>(<last>(String) ¦ <first>(String) ¦ <affiliation>(String))
data Editors =̂ Editor ¦ Editor∗

data Rest =̂ (<publisher>(String) ¦ <price>(String))
simplfyAuthors(<bib>(r)) =̂ letx =̂ f(r) in <bib>(x)
f(ε) =̂ ε

f(<book>(<title>(t) ¦ a1 :: Author ¦ a2 :: Author ¦ as :: Authors ¦ p :: Rest) ¦ r)
=̂ letx =̂ f(r) in <book>(<title>(t) ¦ a1 ¦ a2 ¦ <et-al>) ¦ x

f(<book>(<title>(t) ¦ as :: (Author | Author ¦ Author) ¦ p :: Rest) ¦ r)
=̂ letx =̂ f(r) in <book>(<title>(t) ¦ as) ¦ x

f(<book>(<title>(t) ¦ e :: Editors ¦ p :: Rest) ¦ r) =̂ letx =̂ f(r) in x

アルゴリズムAlg-C+は，上の simplifyAuthorsに対し，以下の補関数 simplifyAuthorsc

を返す．

simplfyAuthorsc(<bib>(r)) =̂ letxc =̂ f c(r) in xc

f c(ε) =̂ B21
f c(<book>(<title>(t) ¦ a1 :: Author ¦ a2 :: Author ¦ as :: Authors ¦ p :: Rest) ¦ r)

=̂ letxc =̂ f c(r) in B31(xc, as, p)
f(<book>(<title>(t) ¦ as :: (Author | Author ¦ Author) ¦ p :: Rest) ¦ r)

=̂ letxc =̂ f c(r) in B41(xc, p)
f(<book>(<title>(t) ¦ e :: Editors ¦ p :: Rest) ¦ r)

=̂ letxc =̂ f c(r) in B51(xc, t, e, p)

上の simplifyAuthors プログラムは非単射と判定される連接を含まないことに注意する．

例 8.4 (題目の抽出). 以下の関数 titles は，論文様の構造の生垣から各章の題目と各節の題

目を抜き出す．
data S =̂ (<section>(<title>(String) ¦ P ))∗

data P =̂ (<p>(String))∗

titles(ε) =̂ ε

titles(<chapter>(<title>(t) ¦ p :: P ¦ s :: S) ¦ r)
=̂ letx =̂ stitles(s)

y =̂ titles(r)
in <title>(t) ¦ (x ¦(1) y)

stitles(ε) =̂ ε

stitles(<section>(<title>(t) ¦ p :: P ) ¦ r)
=̂ letx =̂ stitles(r) in <title>(t) ¦ x

この変換は，titles の二つ目の規則の右辺に非単射と判定される連接 x ¦(1) yを含む．しか

し，その他の連接は単射であると判定される．
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アルゴリズムAlg-C+は，上の titles に対し，以下の補関数 stitlescを返す．

titlesc(ε) =̂ B11

titlesc(<chapter>(<title>(t) ¦ p :: P ¦ s :: S) ¦ r)
=̂ letx =̂ stitles(s)

xc =̂ stitlesc(s)
yc =̂ titlesc(r)

in B21(length1(x)), xc, yc, p)
stitlesc(ε) =̂ B31

stitlesc(<section>(<title>(t) ¦ p :: P ) ¦ r)
=̂ letxc =̂ stitlesc(r) in B31(xc, p)

連接 x ¦(1) yは非単射と判定されたので，補関数において，第一引数の長さが保存されてい

る．また，非単射と判定された連接の第一引数 xを計算のに必要な順方向変換の関数 stitles

は，補関数においても呼ばれている．

例 8.5 (文献リストの選り分け). 第6章の例6.7の変換bkref を考える．アルゴリズムAlg-C+

は，bkref に対し，以下の補関数 bkref cを返す．

bkref c(<bib>(r)) =̂ let (xc, yc) =̂ f c(r) in B11(xc, yc)
f c(ε) =̂ (B21, B22)
f c(<book>(<title>(t) ¦ as :: Authors ¦ p :: Rest) ¦ r)

=̂ let (xc, yc) =̂ f c(r) in (B31(xc, p),B32(yc, p))
f c(<book>(<title>(t) ¦ e :: Editors ¦ p :: Rest) ¦ r)

=̂ let (xc, yc) =̂ f c(r)
ac =̂ affilc(e)

in (B41(xc, p), B42(yc, ac, p))
affilc(ε) =̂ B51

affilc(<editor>(<last>(n) ¦ <first>(m) ¦ <affiliation>(a)) ¦ r)
=̂ letxc =̂ affilc(r) in B61(xc, n,m)

直感的には，補関数の返り値の第 j要素は，元の関数の返り値の第 j要素の計算において失

われた情報を表している．

8.2 逆方向変換導出

これまでの議論から，順方向変換 f について，その補関数 f cが得られた．よって，それ

らを組にした関数の逆関数である 〈f, f c〉−1を求めることができれば，第 3章の式 (RFL)に

より，

fB(s, v) =̂ 〈f, f c〉−1(v, f c(s))

とすることで，逆方向変換プログラムが得られる．ところが，言語 Vdl+で記述された順

方向変換とそれに対しAlg-C+の導出する補関数については，組化したあとただ左右を入
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れかえる手法ではうまく 〈f, f c〉−1を導出できない．これは，補関数は length関数を含ん

でいることにより lengthの分だけ元の関数の補関数で再帰構造が異なるため，組化自身

も単純ではなくなり，また仮に組化が成功したとしても関数呼出のネストにより効果的な逆

計算も難しくなるためである．また，非単射と判定される生垣の連接を含むプログラムの左

右を入れ換えることで得られるパターンはパターンマッチが一意ではなくなり，同じパター

ンと同じ入力に対し，複数の束縛を生じうる．

組化が単純でなくなる原因は lengthにある．よって，我々は lengthを特別扱いしつつ

組化された関数の逆関数を導出する．関数 lengthに対し，以下の性質を満たす splitAt

が定義できる．

splitAt(length(x), x ¦ y) = (x, y)

我々はこの splitAtを逆関数の導出に利用する．また，変数パターンを利用することによ

り，我々は決定的な逆関数を導出する．たとえば，以下の非単射と判断される連接を含む

関数
data A =̂ <a>∗

f(x :: A, y :: A, z :: A) =̂ let s =̂ g(x)
t =̂ g(y)

in s ¦(1) (t ¦(2) z)
g(x :: A) =̂ x

と，Alg-C+が導出したその補関数

f c(x, y, z) =̂ let s =̂ g(x)
t =̂ g(y)

in B11(length1(s), length2(t))

から以下の 〈f, f c〉−1のプログラムが得られる．

〈f, f c〉−1(v1, B11(l1, l2)) =̂ let (s, v2) =̂ splitAt(l1, v1)
(t, z :: A) =̂ splitAt(l2, v2)
x :: A =̂ g−1(s)
y :: A =̂ g−1(t)

in (x, y, z)

ここで，vkは識別子 kを持つ非単射な連接の結果を束縛するための変数であり，lkはその連

接の第一引数の長さを束縛するための変数である．関数 splitAt(l, v)は，Haskellにおける

splitAt関数とほぼ同じ関数である．Haskellの splitAtと異なり，splitAt(l, v)は vの長

さが lより小さい場合に未定義である．

上の 〈f, f c〉−1のような組にした関数の逆関数を表現するのに，言語Vdl+を少し拡張す

る．まず，我々は，let束縛において束縛の左辺に現れた変数が束縛の右辺に現れることを

許す．また，let束縛の左辺において，変数のみではなくパターンの出現を許す．
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8.2.1 let束縛の生成とパターンの生成

上のような決定的な 〈f, f c〉−1の定義を求めるのに，我々は，適切に let束縛を生成し，ま

た，決定的になるよう関数のパターンを導出しなければならない．我々は，これをパターン

導出関係
p
;と let束縛導入関係 let

;により実現する．パターン導出関係
p
;は，式をパター

ンに変換した場合に，式に非単射と判断される連接が含まれているとパターンとして有効な

ものが得られないため，式中の非単射と判断される連接の部分を変数で置き換えパターンを

作成する．このとき，非単射と判断される連接に対応する変数を分解するための splitAt

を導入するのが let束縛導入関係 let
;である．ただし，非単射と判断される連接は，連接さ

れるそれぞれの式にまた非単射と判断される連接を含んでいる可能性があるので，関係 let
;

は，関係
p
;を使用する．形式的には，パターン導出関係

p
;と let束縛導入関係 let

;は以下の

規則により定義される．ここで，関係 Γ, e
p
; pは，型環境 Γと eから，eの結果をパターン

マッチするためのパターン pが生成される，と読む．そして，関係 Γ, V, e
let
; Lは，型環境

Γと長さを束縛する変数の集合 V から，非単射と判定された連接を分解するための let束縛

Lを生成する，と読む．

Γ, ε
p
; ε

Eps
Γ, x

p
; x :: Γ(x)

Var
Γ, e

p
; p

Γ, σ(e)
p
; σ(p)

Con

ranΓ(e1) ∦ ranΓ(e2) Γ, e1
p
; p1 Γ, e2

p
; p2

Γ, e1 ¦ e2
p
; p1 ¦ p2

Cat

ranΓ(e1) ‖ ranΓ(e2)

Γ, e1 ¦(k) e2
p
; vk :: Tk

ICat

Γ, V, ε
let
; ∅

Eps
Γ, V, x

let
; ∅

Var
Γ, V, e

let
; L

Γ, V, σ(e) let
; L

Con

ranΓ(e1) ∦ ranΓ(e2) Γ, V, e1
let
; L1 Γ, V, e2

let
; L2

Γ, V, e1 ¦ e2
let
; L1 ∪ L2

Cat

ranΓ(e1) ‖ ranΓ(e2) lk ∈ V

Γ, V, e1
let
; L1 Γ, V, e2

let
; L2 Γ, e1

p
; p1 Γ, e2

p
; p2

Γ, V, e1 ¦(k) e2
let
; {(p1, p2) =̂ splitAt(lk, vk)} ∪ L1 ∪ L2

ICat

組にした関数の逆関数においては，補関数の返り値もパターンにより分解しなければならな

い．そのためのパターン導出関係が
cp
;である．

x
cp
; x

C-Var
lengthk(e)

cp
; lk

C-Len
e1

cp
; p1 . . . en

cp
; pn

C(e1, . . . , en)
cp
; C(p1, . . . , en)

C-Con



8.2 逆方向変換導出 159

また，パターンから式を作成する関係 e
;も以下の通りに定める．関係 e

;は，パターン中

のそれぞれの変数パターン x :: T を変数式 xに置き換える．

ε
e
; ε

Eps
x :: T

e
; x

Var
p

e
; e

σ(p) e
; σ(e)

Con
p1

e
; e1 p2

e
; e2

p1 ¦ p2
e
; e1 ¦ e2

Cat

今後の利便性のため，我々は以下の通りにパターン導出を列に拡張する．

Γ, (q1, . . . , qn)
p
; (p1, . . . , pn) ⇔ ∀i ∈ {1, . . . , n}. Γ, qi

p
; pi

Γ, V, (q1, . . . , qn) let
; L1 ∪ · · · ∪ Ln ⇔ ∀i ∈ {1, . . . , n}. Γ, V, qi

p
; Li

(q1, . . . , qn)
cp
; (p1, . . . , pn) ⇔ ∀i ∈ {1, . . . , n}. qi

p
; pi

(p1, . . . , pn) e
; (q1, . . . , qn) ⇔ ∀i ∈ {1, . . . , n}. pi

e
; qi

パターン導出について以下の補題が成り立つ．

補題 8.3. Γ, p
p
; p′ ⇒ ranΓ(p) = [[p′]]

証明の概略. 値域の近似の際に，我々は関数呼出式の値域を近似し，その他の式の値域を関

数呼出式の近似された値域より求めたことによる．

8.2.2 組にした関数の逆関数：〈f, f c〉−1の生成

順方向変換 f と f に対しAlg-C+が導出する f cに対し，以下のアルゴリズムにより，組

にした関数の逆関数 〈f, f c〉−1を生成する．

アルゴリズム 8.5 (組にした関数の逆関数の生成).

入力： 言語Vdl+のプログラム P．
出力： プログラム P ′′．

手続き：

1. プログラム P にAlg-C+を適用することで，Pcを得る．

2. プログラム P のそれぞれの規則

r = f(−→p ) =̂ let {(−→yi ) =̂ fi(−→xi)}i∈{1,...,n}
in (−→q )

に対し以下を行う．

(a) fiの返り値の近似された型を記述するための型環境 Γを

Γ = Γ−→p ∪ {yij 7→ πjTfi
| i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . , |−→yi |}}

により定める．ただし，−→yi = (yi1, . . . , yi|−→yi |)であるとする．
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(b) もし，f ∈ INJP である場合，

−→p e
; −→p ′′ Γ,−→q p

; −→q ′′

により，逆関数のパターンと式を準備し，規則 r′′を

r′′ = f−1(−→q ′′) =̂ let {(−→xi ::
−→
Ti) =̂ fi

−1(−→yi )}i∈{1,...,n}
in −→p ′′

と構成する．ただし，−→xi = (xi1, . . . , xi|−→xi |)とした場合に，

−→
Ti = (Ti1, . . . , Ti|−→xi |) = (Γ(xi1), . . . , Γ(xi|−→xi |))

とする．

(c) もし，f 6∈ INJP である場合，対応している補関数の規則

rc = f c(−→p ) =̂ let {(−→yi
c) =̂ fi

c(−→xi)}i∈{1,...,n},i 6=I

{(−→yi ) =̂ fi(−→xi)}i∈{1,...,n}
in (−→q ′)

を考える．ただし，I = {i | fi ∈ INJP}である．ここで，

−→p e
; −→p ′′ Γ,−→q p

; −→q ′′
1

−→q ′ cp
; −→q ′′

2 Γ, vars(−→q ′′
2),

−→q let
; L

により，逆関数のパターンと式を準備し，規則 r′′を以下で構成する．

r′′ = 〈f, f c〉−1(−→q ′′
1,
−→q ′′

2) =̂ let {(−→xi ::
−→
Ti) =̂ fi

−1(−→yi )}i∈{1,...,n},i∈I

{(−→xi ::
−→
Ti) =̂ 〈fi, fi

c〉−1(−→yi ,
−→
yi

c)}i∈{1,...,n},i 6∈I

L

in (−→p ′′)

ただし，−→xi = (xi1, . . . , xi|−→xi |)とした場合に，

−→
Ti = (Ti1, . . . , Ti|−→xi |) = (Γ(xi1), . . . , Γ(xi|−→xi |))

とする．ここで，
−→
yi

c = (yi1
c, . . . , yi|−→yi |

c)である．

3. 規則 r′′を集めて，プログラム P ′′を構成する．

上記アルゴリズムは，もし関数 f が単射である場合には，f の定義の左右を入れ替えてい

るだけであることに注意する．

ステップ 2-(b)，ステップ 2-(c)において，関数 fiが第 7章の手法により引数に対して特化

されている場合には，let式の左辺は (−→xi ::
−→
Ti)ではなく，単に−→xi とすることができる．こ

れは，特化された関数の定義域は，呼び出されるときに与えられる引数の型と比べて，小さ

いかまたは等しいためである．
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逆関数の導出の後，f ∈ INJP である場合は，

fB( , v) =̂ f−1(v)

f ∈ NINJP である場合は

fB(s, v) =̂ 〈f, f c〉−1(v, f c(s))

とすることにより，逆方向変換 fBを求めることができる．

定理 8.9. 上記で得られる逆方向変換 fBは振る舞いがよい．

証明. 定理 3.3より，第 3章の式 (RFL)に基づき補関数から構成される逆方向変換は振る舞

いはよい．よって，補関数導出の正しさおよび組化された関数の逆関数の導出の正しさが言

えれば，主張を示すのに十分である．ところで，定理 8.8により補関数の導出は正しいこと

は示された．逆関数の導出の正しさについては，後に定理 8.10を示す．

上記アルゴリズムにより導出される逆方向変換の例をいくつか示す．

例 8.6 (近似された型の役割). 第 6章の c2x を考える．単射性判定により，c2x は単射であ

ると判定される．よって，逆方向変換 c2xBは以下のように逆関数を用いて定義される．

data T1 =̂ (<h2>(String) ¦ P )∗

data T2 =̂ (<h1>(String) ¦ P ¦ T1)
∗

data P =̂ (<p>(String))∗

c2xB(s, v) =̂ c2x−1(v)
c2x−1(ε) =̂ ε

c2x−1(<h1>(t :: String) ¦ p :: P ¦ v1 :: T1 ¦ v2 :: T2)
<chapter>(<title>(t :: String) ¦ p ¦ s2x−1(v1)) ¦ c2x−1(v1)

s2x−1(ε) =̂ ε

s2x−1(<h2>(t :: String) ¦ p :: P ¦ v3 :: T1)
=̂ <section>(<title>(t) ¦ p) ¦ s2x−1(v3)

ここで，T1と T2はそれぞれ gと f の近似された値域を表現する型である．近似された値域

の上で単射性が保証されているため，補題 8.3により左右の入れ換えにより得られる逆関数

c2x−1の決定性も保証される．

その他，いくつかの例（第 6章の例 6.5の tocや例 6.6の results2scoresなど）は，近似さ

れた値域の上での単射性判定により単射だと判定される．このとき，逆方向変換は逆関数で

定義されるため，得られる逆方向変換により，順方向変換の値域の上の任意の更新をソース

へ反映することができる．

例 8.7 (非単射な変換に対する逆方向変換導出). 第 6章の例 6.7の bkref を考える．この関

数 bkref に対しAlg-C+の導出する補関数は，例 8.5の bkref cである．
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これらより得られる逆方向変換は以下である．

data Author =̂ <author>(<last>(String) ¦ <first>(String))
data Authors =̂ Author ¦ Author∗

data Editor =̂ <editor>(<last>(String) ¦ <first>(String) ¦ <affiliation>(String))
data Editors =̂ Editor ¦ Editor∗

data Affils =̂ <affiliation>(String) ¦ (ε | Affils)
data Books =̂ (<book>(<title>(String) ¦ Authors))∗

data Refs =̂ (<reference>(<title>(String ¦ Affils)))∗

bkref B(s, v) =̂ 〈bkref , bkref c〉−1(v, bkref c(s))
〈bkref , bkref c〉−1(<bib>(x :: Books ¦ y :: Refs), B11(xc, yc))

=̂ let r =̂ 〈f, f c〉−1(x, y, xc, yc) in <bib>(r)
〈f, f c〉−1(ε, ε, B21, B22) =̂ ε

〈f, f c〉−1(<book>(<title>(t) ¦ as) ¦ x, y, B31(xc, p), B32(yc, p))
=̂ let r =̂ 〈f, f c〉−1(x, y, xc, yc) in <book>(<title>(t) ¦ as ¦ p) ¦ r

〈f, f c〉−1(x, <reference>(<title>(t) ¦ a) ¦ y, B41(xc, p), B42(yc, ac, p))
=̂ let r =̂ 〈f, f c〉−1(x, y, xc, yc)

e :: Editors =̂ 〈affil , affilc〉−1(a, ac)
in <book>(<title>(t) ¦ e ¦ p) ¦ r

〈affil , affilc〉−1(ε, B51) =̂ ε

〈affil , affilc〉−1(<affilication>(a) ¦ x, B61(xc, n,m))
=̂ let r =̂ 〈affil , affilc〉−1(x, xc)

in <editor>(<last>(n) ¦ <first>(m) ¦ <affiliation>(a)) ¦ r

この逆方向変換 bkref Bを用いることで，得られた文献リストのうち，文献名（<title>），

著者（<author>），所属（<affiliation>）を自由に変更することができる．特に，一つ

の書籍の著者については名前の変更だけではなく挿入や削除も可能である．しかし，書籍

（<book>）や参考文献（<reference>）を削除したり挿入したりすることはできない．これ

は，bkref が文献の出版社（<publisher>）や価格（<price>）の情報を失っているため，文

献の削除や挿入を許すと，文献とその出版者と価格との対応が失われてしまうためである．

導出される逆方向変換があまり効果的なものにならない例もいくつか存在する．以下に典

型的な例を三つ挙げる．

例 8.8 (文脈自由性). 以下の変換 tree2paren を考える．

data B =̂ <bin>(B ¦ B) | ε

tree2paren(ε) =̂ ε

tree2paren(<bin>(x :: B ¦ y :: B))
=̂ let s =̂ tree2paren(x)

t =̂ tree2paren(y)
in <L> ¦ s ¦(1) t ¦ <R>
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上の変換 tree2parenは，二分木を開き括弧 <L>と閉じ括弧 <R>でエンコードする．たとえば，

<bin>(<bin>(<bin>) ¦ <bin>)

に対し，tree2paren は以下を出力する．

<L> ¦ <L> ¦ <L> ¦ <R> ¦ <R> ¦ <L> ¦ <R> ¦ <R>

関数 tree2paren は単射である．しかし，本章の単射性判定は tree2paren を単射と判定しな

い．これは，tree2paren の値域を記述する文法

Ttree2paren → ε Ttree2paren → <L>Ttree2parenTtree2paren<R>

を近似して得られる強正規文脈自由生垣文法

Ttree2paren → TR
tree2paren Ttree2paren → <L>Ttree2paren

TR
tree2paren → Ttree2paren TR

tree2paren → <R>TR
tree2paren TR

tree2paren → ε

により，tree2parenの近似された値域は正規表現 (<L>|<R>)∗と同じものとなり，本来は単射
である連接 s ¦ tが非単射であると判定されるためである．

よって，Alg-C+の返す補関数

tree2parenc(ε) =̂ B11

tree2parenc(<bin>(x :: B ¦ y :: B))
=̂ let s =̂ tree2paren(x)

sc =̂ tree2parenc(x)
tc =̂ tree2parenc(y)

in B21(length1(s), sc, tc)

に基づき逆方向変換を得ると以下となる．

tree2parenB(s, v) =̂ 〈tree2paren, tree2parenc〉−1(v, tree2parenc(s))
〈tree2paren, tree2parenc〉−1(ε, B11) =̂ ε

〈tree2paren, tree2parenc〉−1(<L> ¦ v1 ¦ <R>, B21(l1, sc, tc))
=̂ let (s, t) =̂ splitAt(l1, v1)

x =̂ 〈tree2paren, tree2parenc〉−1(s, sc)
y =̂ 〈tree2paren, tree2parenc〉−1(t, tc)

in <bin>(x ¦ y)

しかし，この逆方向変換を用いては恒等更新以外の更新が反映できない．

我々は，上の tree2parenに対し効果的な逆方向変換が求まらないことを本章の補関数導出

手法の致命的な問題であるとは考えない．なぜなら，我々が対象として考えているのは，木

構造から木構造への変換であって，木構造から文字列の変換ではない．また，ビューが生垣で

あるにもかかわらず，木構造そのものをもってデータ構造を表現するのではなく，tree2paren

のビューのように括弧のようなものを用いて構造を表現するのは不自然である．
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例 8.9 (同期情報の影響). 以下の変換 halfeven を考える．

halfeven(x) =̂ let (s, t) =̂ f(x) in <half>(s) ¦ <isEven>(t)
f(<z>) =̂ (<z>, <true>)
f(<s> ¦ x) =̂ let (s, t) =̂ g(x) in (s, t)
g(<z>) =̂ (<z>, <false>)
g(<s> ¦ x) =̂ let (s, t) =̂ f(x) in (<s> ¦ s, t)

関数halfevenは入力の自然数をxとすると，bx/2cとxの偶奇を返す．よって，halfevenは単射

である．しかし，本章の式の近似された値域の上での単射性判定はhalfevenを単射であると判

定しない．これは，fの第二規則の右辺式の近似された値域が (<s>∗ ¦<z>, (<true>|<false>))
となるため，f の第一規則の右辺式の近似された値域 {(<z>, <false>)}と重なりがあるため
である．同期情報を失っているため，関数 f の返り値において，第一要素が <z>なら第二

要素は <true>であることは近似された値域の上ではわからないことに注意する．よって，

Alg-C+の返す補関数

halfevenc(x) =̂ let (sc, tc) =̂ f c(x) in B11(sc, tc)
f c(<z>) =̂ (B21, B22)
f c(<s> ¦ x) =̂ let (sc, tc) =̂ gc(x) in (B31(sc), B32(tc))
gc(<z>) =̂ (B41, B42)
gc(<s> ¦ x) =̂ let (sc, tc) =̂ f c(x) in (sc, tc)

に基づき逆方向変換を得ると以下となる．

halfevenB(s, v) =̂ 〈f, f c〉−1(v, f c(s))
〈halfeven, halfevenc〉−1(<half>(s) ¦ <isEven>(t), B11(sc, tc))

=̂ letx =̂ 〈f, f c〉−1(s, t, sc, tc) in x

〈f, f c〉−1(<z>, true, B21,B22) =̂ <z>

〈f, f c〉−1(s, t, B31(sc),B32(tc)) =̂ letx =̂ 〈g, gc〉−1(s, t, sc, tc) in <s> ¦ x

〈g, gc〉−1(<z>, false, B41, B42) =̂ <z>

〈g, gc〉−1(<s> ¦ s, t, sc, tc) =̂ letx =̂ 〈f, f c〉−1(s, t, sc, tc) in <s> ¦ x

補関数 halfevencは入力の自然数 xの dx/2e（B3 の数）と偶奇（B2 か B3 ）を返すため単

射である．上の逆方向変換は halfevenBは，恒等更新しか反映できないため，あまり効果的

なものではない．

なお，以下のように定義された等価な関数 halfeven ′については，近似された値域の上の

単射性判定により halfeven ′の単射性を判定することができる．

halfeven ′(x) =̂ let (s, t) =̂ f(x) in <half>(s) ¦ <isEven>(t)
f(<z>) =̂ (<z>, <true>)
f(<s> ¦ <z>) =̂ (<z>, <false>)
f(<s> ¦ <s> ¦ x) =̂ let (s, t) =̂ f(x) in (<s> ¦ s, t)

これは，f の右辺式の近似された値域に明らかに重なりがないためである．



8.2 逆方向変換導出 165

例 8.10 (必要のない多返値). 以下の変換 thalf を考える．

tupledHalf (x) =̂ let (s, t) =̂ f(x) in s

f(<z>) =̂ (<z>, <z>)
f(<s> ¦ x) =̂ let (s, t) =̂ f(x) in (t, <s> ¦ s)

この関数 tupledHalf は入力の自然数 xに対し，bx/2cを計算する．ここで，f は単射であり，

また本章の単射性判定により，f は単射と判定することができる．よってAlg-C+の導出す

る補関数

tupledHalf c(x) =̂ let (s, t) =̂ f(x) in t

によって定義される逆方向変換は以下である．

tupledHalf B(s, v) =̂ 〈tupledHalf , tupledHalf c〉−1(v, tupledHalf c(s))
〈tupledHalf , tupledHalf c〉−1(s, t) =̂ letx =̂ f−1(s, t) in x

f(<z>) =̂ (<z>, <z>)
f(<s> ¦ x) =̂ let (s, t) =̂ f(x) in (t, <s> ¦ s)
f−1(<z>, <z>) =̂ <z>

f−1(t, <s> ¦ s) =̂ letx =̂ f−1(s, t) in (<s> ¦ x)

補関数 tupledHalf cは，入力の自然数 xに対し，dx/2eを計算する．補関数 tupledHalf cから

得られる逆方向変換 tupledHalf Bはあまり効果的なものではない．逆方向変換 tupledHalf B

のもとで反映可能な更新は，恒等更新を除けば，ソースの奇数ならビューの値を 1増やす更

新，ソースが偶数ならビューの値を 1減らすか更新の二つのみである．

なお，上の tupledHalf と等価な関数 half

half (<z>) =̂ <z>

half (<s> ¦ <z>) =̂ <z>

half (<s> ¦ <s> ¦ x) =̂ let t =̂ half (x) in <s> ¦ t

については，もっと小さい以下の補関数が得られる．

half c(<z>) =̂ B11

half c(<s> ¦ <z>) =̂ B21

half c(<s> ¦ <s>¦) =̂ let tc =̂ half c(x) in tc

直観的には，half cは入力の数の偶奇を判定している．補関数 half cを用いて定義される逆

関数は以下となる．

half B(s, v) =̂ 〈half , half c〉−1(v, half c(s))
〈half , half c〉−1(<z>, B11) =̂ <z>

〈half , half c〉−1(<z>, B21) =̂ <z>

〈half , half c〉−1(<s> ¦ t, tc) =̂ letx =̂ 〈half , half c〉−1(t, tc) in <s> ¦ x

逆方向変換 half Bは，half のビューの上の任意の更新をソースに反映することができる．そ

のため，half cは，half の補関数として極小のものである．
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ε ⇓ ε
Eps

e ⇓ v

σ(e) ⇓ σ(v)
Con

e1 ⇓ v1 e2 ⇓ v2

e1 ¦ e2 ⇓ v1 ¦ v2
Cat

∃f(−→p ) =̂ letL in (−→q ) ∃θ. −→p θ = −→u
L, θ ¸ σ −→v = −→q σ

f(−→u ) ⇓ −→v
Fun

{−→x } ⊆ dom(σ), f(−→x σ) ⇓ −→v ,

∃η. −→p η = −→u , dom(η) = vars(−→p ) L, (η ◦ σ) ¸ σ′

((−→p ) =̂ f(−→x )) ∪ L, σ ¸ σ′ Bind1

∅, σ ¸ σ
Bind2

図 8.2. 拡張された言語Vdl+ の操作的意味

逆関数の生成の正しさ

逆関数の生成アルゴリズムが正しいことを証明する．逆関数の生成アルゴリズムの出力す

るプログラムは，第 6章で定義したプログラムよりも拡張されていて，let束縛に評価順序

の依存性がある．よって，逆関数の生成アルゴリズムが正しさの証明のために，アルゴリズ

ムが出力するプログラムの形式的な意味を図 8.2に定めておく．

正しさの証明のために，以下の補題を用意する．直観的には，以下の補題は導出された逆

関数において，補関数に含まれる生垣の長さの情報を用いて連接を適切に分解し，入力を

Γ, q
p
; q′′1 となる q程度まで分解できることを表現している．

補題 8.4. 変数の集合 Y と式 qについて

Γ, Y, q
c
;

−→
qc Γ, q

p
; q′′1

−→
qc cp

; −→q ′′
2 Γ, vars(

−→
qc),−→q let

; L

となっているとする．このとき，

∃η. (q′′1 ,−→q ′′
2)η↓ ∧ vars((q′′1 ,−→q ′′

2)η) = ∅ ∧ L, η ¸ η′ ⇒ (q,−→q ′)η′ = (q′′1 ,−→q ′′
2)η

となる．

証明. 式 qの構造に関する帰納法により示す．

基底：q = ε．

このとき，q′′1 = εかつ
−→
qc = −→q ′′

2 = ()となるため，自明．
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基底：q = y ∈ Y．

このとき，q′′1 = y :: Γ(y)かつ
−→
qc = −→q ′′

2 = ycであり，L = ∅となるため，自明．

基底：q = y ∈ Y．

このとき，q′′1 = y :: Γ(y)かつ
−→
qc = −→q ′′

2 = ()であり，L = ∅となるため，自明．

帰納：q = σ(r)．

このとき，q′′1 = σ(r′′1)かつ
−→
qc =

−→
rc，そして−→q ′′

2 =
−→
r′′2となる．ただし，

Γ, Y, r
c
;

−→
rc Γ, r

p
; r′′1

−→
rc cp

; −→r ′′
2 Γ, vars(

−→
rc),−→r let

; L

となる．今，(q′′1 ,−→q ′′
2)η↓かつ vars((q′′1 ,−→q ′′

2)η) = ∅となり，

L, η ¸ η′

となったとする．帰納法の仮定より，

(r,
−→
rc)η′ = (r′′1 ,−→r ′′

2)η

となる．よって，

(σ(r),
−→
rc)η′ = (σ(r′′1),−→r ′′

2)η

よって，主張は真．

帰納：q = r ¦ s．

まず，ranΓ(r) ‖ ranΓ(s)である場合を考える．このとき，q′′1 = r′′1 ¦ s′′1かつ
−→
qc =

−→
rc ,

−→
sc，そ

して，−→q ′′
2 =

−→
r′′2 ,

−→
s′′2 かつ L = L1 ∪ L2となる．ただし，

Γ, Y, r
c
;

−→
rc Γ, r

p
; r′′1

−→
rc cp

; −→r ′′
2 Γ, vars(

−→
rc),−→r let

; L1

Γ, Y, s
c
;

−→
sc Γ, s

p
; s′′1

−→
sc cp

; −→s ′′
2 Γ, vars(

−→
sc),−→s let

; L2

である．今，(q′′1 ,−→q ′′
2)η↓かつ vars((q′′1 ,−→q ′′

2)η) = ∅となり，

L, η ¸ η′

となったとする．ここで，L1, η ¸ ζおよびL2, η ¸ ξとし，Lに含まれる束縛規則の左辺に登

場する変数全てからなる集合を leftvars(L)と書いたとすると，leftvars(L1)∩ leftvars(L2) = ∅
であるため，

rη′ = rζ ∧ sη′ = sξ
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となる．帰納法の仮定より，

(r,
−→
rc)ζ = (r′′1 ,−→r ′′

2)η

および

(s,
−→
sc)ξ = (s′′1,

−→s ′′
2)η

となる．よって，

(r ¦ s,
−→
rc ,

−→
sc)η′ = (r′′1 ¦ s′′1,

−→r ′′
2,
−→s ′′

2)η

となり，主張は真．

次に，ranΓ(r) ∦ ranΓ(s)である場合を考える．このとき，q′′1 = vk となり，かつ
−→
qc =

lengthk(r),
−→
rc ,

−→
scとなる．そして，−→q ′′

2 = lk,
−→
r′′2 ,

−→
s′′2かつL = {(r′′1 , s′′1) =̂ splitAt(lk, vk)}∪

L1 ∪ L2となる．ただし，

Γ, Y, r
c
;

−→
rc Γ, r

p
; r′′1

−→
rc cp

; −→r ′′
2 Γ, vars(

−→
rc),−→r let

; L1

Γ, Y, s
c
;

−→
sc Γ, s

p
; s′′1

−→
sc cp

; −→s ′′
2 Γ, vars(

−→
sc),−→s let

; L2

である．今，(q′′1 ,−→q ′′
2)η↓かつ vars((q′′1 ,−→q ′′

2)η) = ∅となり，

L, η ¸ η′

となったとする．ここで，L = {(r′′1 , s′′1) =̂ splitAt(lk, vk)} ∪ L1 ∪ L2であるために，

(r′′1 , s′′2)θ = splitAt(lkη, vkη)

と定められる θにより，

L1 ∪ L2, θ ◦ η ¸ η′

となったとする．ここで，L1, η ¸ ζおよびL2, η ¸ ξとし，Lに含まれる束縛規則の左辺に登

場する変数全てからなる集合を leftvars(L)と書いたとすると，leftvars(L1)∩ leftvars(L2) = ∅
であるため，

rη′ = rζ ∧ sη′ = sξ

となる．帰納法の仮定より，

(r,
−→
rc)ζ = (r′′1 ,−→r ′′

2)θ

および

(s,
−→
sc)ξ = (s′′1,

−→s ′′
2)θ

となる．よって，

(r ¦ s,
−→
rc ,

−→
sc)η′ = (r′′1 ¦ s′′1,

−→r ′′
2,
−→s ′′

2)θ

となる．関数 splitAtの性質により，

(r′′1 ¦ s′′1)θ = vkη
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かつ

length(r′′1θ) = lkη

となる．よって，

(r ¦ s,
−→
rc ,

−→
sc)η′ = (r′′1 ¦ s′′1,

−→r ′′
2,
−→s ′′

2)θ = (vk, lk,
−→r ′′

2,
−→s ′′

2)η

となり，主張は真．

系 8.1. 互いに素な変数の集合 Y, V と木上の文脈 Ciおよび式の列−→q について

Γ, Y, qi
c
;

−→
qi

c,
−→q ′ = (C1[

−→
qi

c, V ], . . . , Cm[
−−→
qm

c, V ])

かつ

Γ, Y,−→q c
; −→q ′ Γ,−→q p

; −→q ′′
1

−→q ′ cp
; −→q ′′

2 Γ, vars(−→q ′′
2),

−→q let
; L

となっているとする．このとき

∃η. (−→q ′′
1,
−→q ′′

2)η↓ ∧ vars((−→q ′′
1,
−→q ′′

2)η) = ∅ ∧ L, η ¸ η′ ⇒ (−→q ,−→q ′)η′ = (−→q ′′
1,
−→q ′′

2)η

となる．

定理 8.10. 本節の逆関数生成アルゴリズムは正しい．

証明. 以下を示せばよい．

• f ∈ INJP に対し，f(−→v ) ⇓ −→u ⇔ f−1(−→u ) ⇓ −→v である．

• f 6∈ INJP に対し，f(−→v ) ⇓ −→u , f c(−→v ) ⇓ −→u ′ ⇔ 〈f, f c〉−1(−→u ) ⇓ −→v である．

このうち，前者は第 5章の定理 5.6と同様に証明できる．これは，f ∈ INJP に対し，我々

の逆関数の導出は左右入れ換えているだけであり，また f は単射と判定される連接に含まな

いため，let束縛の評価順序に依存性がないためである．よって，後者のみを議論する．

式 eを評価するのに使用した Funの数を e ⇓ vの証明木に沿って縦に数えたもの最大値，

つまり深さを，#FunDepth(e)と書く．

まず，(⇒)を，#FunDepth(f(−→v ))に関する帰納法により示す．

基底：#FunDepth(f(−→v )) = 0．

このとき，規則

f(−→p ) =̂ −→q

で，代入 θに対し，−→p θ = −→v となるものが存在する．また，対応する補関数規則は以下の
形をしている．

f c(−→p ) =̂ −→q ′
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このとき，対応する逆関数の規則

〈f, f c〉−1(−→q ′′
1,
−→q ′′

2) =̂ letL in −→p ′′

が存在する．ただし，

−→p e
; −→p ′′ Γ−→p ,−→q p

; −→q ′′
1,

−→q ′ cp
; −→q ′′

2 Γ−→p , vars(−→q ′′
2),

−→q let
; L

である．このとき，(−→q ′′
1,
−→q ′′

2)η = (−→q ,−→q ′)θとなる ηが存在する．系 8.1より，

L, η ¸ η′

ならば−→q ′′η = −→q θとなるため，〈f, f c〉−1(−→q ′′η,−→q η) ⇓ −→p θとなり，主張は真．

帰納：#FunDepth(f(−→v )) > 0．

このとき，規則

r = f(−→p ) =̂ let {(−→yi ) =̂ fi(−→xi)}i∈{1,...,n}
in (−→q )

で，代入 θに対し，−→p θ = −→v となり f(−→p θ) ⇓ −→u となるものが存在する．ここで，

Γ = Γ−→p ∪ {yij 7→ πjTfi
| i ∈ {1, . . . , n}}

I = {i | fi ∈ INJP}

Y = {yij | i ∈ I}

である．すると，上の規則に対応した以下の形式の補関数の規則が存在する．

rc = f(−→p ) =̂ let {(−→yi
c) =̂ fi

c(−→xi)}i∈{1,...,n},i∈I

{(−→yi ) =̂ fi(−→xi)}i∈{1,...,n}
in −→q ′

ここで，
−→q ′ = (C1[

−→
q1

c, V ], . . . , Cm[
−−−→−→qm, V ])

である．ただし，V = lostvars(r)かつ Γ, Y, qi
c
;

−→
qi

cであり，

Ci =


21 if ∀i. |(−→qi

c, V )| = 1,

∧ ranΓ(−→q )が他の f の規則の右辺式の近似された値域と互いに素
Bri(21) otherwise

である．このとき，次の形式の対応する逆関数の規則が存在する．

〈f, f c〉−1(−→q ′′
1,
−→q ′′

2) =̂ let {(−→xi ::
−→
Ti) =̂ fi

−1(−→yi )}i∈{1,...,n},i∈I

{(−→xi ::
−→
Ti) =̂ 〈fi, fi

c〉−1(−→yi ,
−→
yi

c)}i∈{1,...,n},i6∈I

L

in (−→p ′′)
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ただし，
−→p e

; −→p ′′ Γ,−→q p
; −→q ′′

1
−→q ′ cp

; −→q ′′
2 Γ, vars(−→q ′′

2),
−→q let

; L

であり
−→
Ti = (Ti1, . . . , Ti|−→xi |) = (Γ(xi1), . . . , Γ(xi|−→xi |))

である．

ここで，補題 8.3により (−→q ′′
1η,−→q ′′

2η) = (−→u ,−→u ′)となる ηが存在する．系 8.1より，

L, η ¸ η′ ⇒ (−→q ,−→q ′)η′ = (−→q ′′
1,
−→q ′′

2)η

となる．ここで，i ∈ I についてであり，

fi(−→xiθ) ⇓ −→yi η
′

i 6∈ I について

fi(−→xiθ) ⇓ −→yi η
′ ∧ fi

c(−→xiθ) ⇓
−→
yi

cη′

である．よって，i ∈ I について

fi
−1(−→yi η

′) ⇓ −→xiθ

かつ帰納法の仮定より，i 6∈ I について

〈fi, fi
c〉−1(−→yi η

′,
−→
yi

cη′) ⇓ −→xiθ

となる．よって 〈f, f c〉−1(−→q ′′
1η,−→q ′′

2η) ⇓ −→p θとなり，主張は真．

次に，(⇐)を，#FunDepth(〈f, f c〉−1(−→u ,−→u ′))に関する帰納法により示す．

基底：#FunDepth(〈f, f c〉−1(−→u ,−→u ′)) = 0．

このとき，逆関数の規則

〈f, f c〉−1(−→q ′′
1,
−→q ′′

2) =̂ letL in −→p ′′

で，代入 ηにより (−→q ′′
1,
−→q ′′

2)η = (−→u ,−→u ′)となるものが存在する．このとき，対応する順方

向変換の規則

f(−→p ) =̂ −→q

と，対応する補関数規則

f c(−→p ) =̂ −→q ′

が存在する．ただし，

−→p e
; −→p ′′ Γ−→p ,−→q p

; −→q ′′
1,

−→q ′ cp
; −→q ′′

2 Γ−→p , vars(−→q ′′
2),

−→q let
; L
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である．系 8.1より，

L, η ¸ η′ ⇒ (−→q ,−→q ′)η′ = (−→q ′′
1,
−→q ′′

2)η

である．このとき，

f(−→p η′) ⇓ −→q η′ ∧ f c(−→p η′) ⇓ −→q η′

となるので，主張は真．

帰納：#FunDepth(〈f, f c〉−1(−→u ,−→u ′)) > 0．

このとき，次の形式の逆関数の規則が存在する．

〈f, f c〉−1(−→q ′′
1,
−→q ′′

2) =̂ let {(−→xi ::
−→
Ti) =̂ fi

−1(−→yi )}i∈{1,...,n},i∈I

{(−→xi ::
−→
Ti) =̂ 〈fi, fi

c〉−1(−→yi ,
−→
yi

c)}i∈{1,...,n},i6∈I

L

in (−→p ′′)

で，代入 ηにより (−→q ′′
1,
−→q ′′

2)η = (−→u ,−→u ′)かつ 〈f, f c〉−1(−→q ′′
1η,−→q ′′

2η) ⇓ −→v となるものが存在
する．このとき，対応する順方向変換の規則

r = f(−→p ) =̂ let {(−→yi ) =̂ fi(−→xi)}i∈{1,...,n}
in (−→q )

および，

Γ = Γ−→p ∪ {yij 7→ πjTfi
| i ∈ {1, . . . , n}}

I = {i | fi ∈ INJP}

Y = {yij | i ∈ I}

として，

rc = f(−→p ) =̂ let {(−→yi
c) =̂ fi

c(−→xi)}i∈{1,...,n},i∈I

{(−→yi ) =̂ fi(−→xi)}i∈{1,...,n}
in −→q ′

となる補関数の規則が存在する．ここで，

−→q ′ = (C1[
−→
q1

c, V ], . . . , Cm[
−−−→−→qm, V ])

である．ただし，V = lostvars(r)かつ Γ, Y, qi
c
;

−→
qi

cであり，

Ci =


21 if ∀i. |(−→qi

c, V )| = 1,

∧ ranΓ(−→q )が他の f の規則の右辺式の近似された値域と互いに素
Bri(21) otherwise
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である．ただし，

−→p e
; −→p ′′ Γ,−→q p

; −→q ′′
1

−→q ′ cp
; −→q ′′

2 Γ, vars(−→q ′′
2),

−→q let
; L

であり
−→
Ti = (Ti1, . . . , Ti|−→xi |) = (Γ(xi1), . . . , Γ(xi|−→xi |))

である．

系 8.1より，

L, η ¸ η′ ⇒ (−→q ,−→q ′)η′ = (−→q ′′
1,
−→q ′′

2)η

となる．ここで，i ∈ I について，

fi
−1(−→yi η

′) ⇓ −→wi

i 6∈ I について，

〈fi, fi
c〉−1(−→yi η

′,
−→
yi

cη′) ⇓ −→wi

となっている．よって，代入 θを
−→xiθ = −→wi

とおくと，−→p ′′θ = −→v となる．このとき，

−→xiθ ⊆
−−→
[[Ti]]

となっているので，−→p θ = −→v でもある．ここで，i ∈ I について

fi(−→xiθ) ⇓ −→yi η
′

であり，また，帰納法の仮定により i 6∈ I について

fi(−→xiθ) ⇓ −→yi η
′ ∧ fi

c(−→xiθ) ⇓
−→
yi

cη′

である．よって，f(−→v ) ⇓ (−→q η′,−→q ′η′)となる．ここで，(−→q η′,−→q ′η′) = (−→q ′′
1,
−→q ′′

2)η = (−→u ,−→u ′)

であったので，f(−→v ) ⇓ (−→u ,−→u ′)となり，主張は真．

定理 8.11. 本節の逆関数導出アルゴリズムは決定的なプログラムを生成する．

証明の概略. 逆関数導出の構成より，元の順方向変換の規則の右辺式の近似された値域と対

応する補関数の規則の右辺式の値域の組と，アルゴリズムが生成する対応する規則のパター

ンにマッチする全ての入力の集合が常に等しくなることによる．
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8.3 より詳細な解析による補関数導出

我々は，補関数導出アルゴリズムAlg-C+が言語Vdl+で記述された順方向変換に対し

て不十分であるとは考えてはいない．しかし，Alg-C+があまり小さい補関数を返せない例

は前述の例 8.8や例 8.9および例 8.10のようにいくつかあるため，それらの例に対し，どの

ようにすればより小さい補関数を返すことができるかを議論しておく．

8.3.1 返り値の使用に基づく関数の特化

例 8.10の示すように，多返値関数の返り値のある一つの要素と別の一つの要素は依存性

が強い．つまり，情報を共有することが多いため，多返値関数の返り値の一部のみが補関数

に保存されてしまうのを避けたい．ここでは，多返値関数の返り値の使用に基づく関数の特

化について述べる．ここで述べる特化手法は，関数から，実際に使用される返り値のみを計

算する関数を作成する．

手法を説明するのに，例 8.10の tupledHalf を用いる．

tupledHalf (x) =̂ let (s, t) =̂ f(x) in s

f(<z>) =̂ (<z>, <z>)
f(<s> ¦ x) =̂ let (s, t) =̂ f(x) in (t, <s> ¦ s)

関数 tupledHalf の let束縛において，多返値関数の f の返り値の第一要素しか使用されて

いないことがわかる．よって，まず，f から，元の関数の返り値の第一要素のみ計算する関

数 f{1}を作成することを考える．そのため，f のそれぞれの規則を，f の返り値の第一要素

のみを計算するように変換する．まず，規則 f(<z>) =̂ (<z>, <z>)より，規則

f{1}(<z>) =̂ <z>

を生成する．次，規則 f(<s> ¦ x) =̂ let (s, t) =̂ f(x) in (t, <s> ¦ s)より，規則

f{1}(<z>) =̂ let t =̂ f{2}(x) in t

を生成する．ここで，関数呼出の f(x)の返り値の内，f{1}の値の計算には第二要素しか使

用されていないため，f の返り値の第二要素のみを計算する関数 f{2}(x)が let束縛にて呼

ばれている．関数 f{2}の定義はまだ生成されていないため，f{2}を定義する規則を生成す

ることを考える．まず，規則 f(<z>) =̂ (<z>, <z>)より，規則

f{2}(<z>) =̂ <z>

を生成する．次，規則 f(<s> ¦ x) =̂ let (s, t) =̂ f(x) in (t, <s> ¦ s)より，規則

f{2}(<s> ¦ x) =̂ let s =̂ f{1}(x) in <s> ¦ s
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を生成する．ここで，関数呼出の f(x)の返り値の内，f{2}の値の計算には第一要素しか使

用されていないため，f の返り値の第一要素のみを計算する関数 f{1}(x)が let束縛にて呼

ばれている．ここで，f{1}を定義する規則は全て生成されているため，返り値の使用に基づ

く関数の特化は停止する．最終的に得られる関数の定義は以下となる．

tupledHalf (x) =̂ let s =̂ f{1}(x) in s

f{1}(<z>) =̂ <z>

f{1}(<s> ¦ x) =̂ let t =̂ f{2}(x) in t

f{2}(<z>) =̂ <z>

f{2}(<s> ¦ x) =̂ let s =̂ f{1}(x) in <s> ¦ s

上の関数に対しAlg-C+は入力の偶奇を返す補関数は導出できないものの，入力 xに対し

dx/2eを返す補関数を導出できるようになる．後の 8.3.3節に，上の関数に対し入力の偶奇

を返す関数の導出法の議論がある．

アルゴリズム 8.6 (返り値の使用に基づく関数の特化).

入力：プログラムP = (G,Q,R)および順方向変換を定める関数記号 entry ∈ Q（n個組を

返す）

出力： プログラム P ′

手続き：

1. Req := {(r, {1, . . . , n}) | r ∈ R, r は entry の規則 }．
2. R′ := ∅，Done := ∅．
3. 以下を Req \ Done が空になるまで繰り返す．

(a) (r, I) ∈ Req \ Done，Done := Done ∪ {(r, I)}．ただし，

r = f(−→p ) =̂ let {(−→yi ) =̂ fi(−→xi)}i∈{1,...,n}
in −→q

である．

(b) 以下のようにして関数 fI の新しい規則 r′を定める．

r′ = fI(−→p ) =̂ let {(−→yi
′) =̂ fiIi

(−→xi)}i∈{1,...,n}
in −→q ′

ただし，
−→q ′ = qm1 . . . qml

where (m1, . . . ,ml) = sort I

である．また，各−→yi
′および各 Iiは，−→yi を

(yi1, . . . , yij , . . . yi|−→yi |) = −→yi

と書くとき

Ii = {j | yij ∈ vars(
−→
q′ )}
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および
−→yi

′ = yik1 . . . yikl

where (k1, . . . , kl) = sort(Ii)

で定める．ここで，sortは自然数の集合を昇順に整列し自然数の列を得る関数で

ある．

(c) R′ := R′ ∪ {r′}．
(d) Req := Req ∪

∪
i∈{1,...,n}{(r′′, Ii) | r′′は fiの規則 }．

4. 規則集合R′からプログラム P ′を構成する．

上のアルゴリズムは停止する．なぜなら，返り値の数がn個で関数 f に対し，特化された

先の関数の候補は，{fI | I ⊂ {1, . . . , n}}と有限であり，上のアルゴリズムが同じ関数の規
則を二度以上生成することがないためである．これは，同時に返り値の数の最大値を nとす

ると特化後プログラムサイズの増加の上界が 2nであることを意味する．しかし，このアル

ゴリズムがプログラムを変更するのは，一部の返り値が使用されていない関数呼出がある場

合のみである．これまで本論文に出現したプログラムは，tupledHalf を除いて，関数呼出の

返り値は全て使用されているため，このアルゴリズムを適用する必要はない．

なお，この変換を行っても関数の値域の近似結果は変わることがない．なぜなら，half の

返り値を記述するための正規生垣文法では，以下のように，そもそも多返値関数の返り値は

別個に扱われるためである．

TtupledHalf → π1Tf

π1Tf → <z> π2Tf → <z>

π1Tf → π2Tf π2Tf → <s>π1Tf

それに対し，単射性判定はより正確になる．これは lostvars(r)の扱いによる．たとえば，以

下の関数 gは，単射だと判定されない．

g(x) =̂ let (s, t) =̂ dupNat(x) in s

dupNat(<z>) =̂ (<z>, <z>)
dupNat(<s> ¦ x) =̂ let (s, t) =̂ dupNat(x) in (<s> ¦ s, <s> ¦ t)

なぜなら，gの右辺において変数 tが使用されていない，つまり lostvars(g(x) =̂ let (s, t) =̂

dupNat(x) in s) = {t} 6= ∅であるためである．ところが，返り値の使用に基づく特化を適
用すると，gは以下となる．

g{1}(x) =̂ let s =̂ dupNat{1}(x) in s

dupNat{1}(<z>) =̂ <z>

dupNat{1}(<s> ¦ x) =̂ let s =̂ dupNat{1}(x) in <s> ¦ s

この関数 g{1}の定義は未使用の変数を含まない．そのため関数 g{1}は本章の単射性判定に

より単射であると判定される．
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8.3.2 近似前の値域を利用した重なりの判定

本節冒頭では，同期機構付き文脈自由生垣文法により，式の値域を厳密に求めた．ここで

は，厳密な値域を利用し値域同士の重なりを判定について述べる．

前述のように一般には厳密な型の上での重なり判定は決定不能である．そのため，何らか

の手法により重なりを探索し，もし重なりが見つかるか重なりが存在しないことがわかれ

ば，停止し，そうでなければ，適当に探索を打ち切ることを考える．

例として，例 8.9の halfeven を考える．関数 halfeven の単射性が判定されなかったのは，

関数 gが単射であると判定されなかったためである．よって，gの各規則の右辺式の値域の

厳密な推論結果を考える．まず，f と gの値域を厳密に記述する文法は以下である．

Tf → (<z>, <true>)
Tf → (<s> ¦ π1T

(1)
g , π2T

(1)
g )

Tg → (<z>, <false>)
Tg → (π1T

(1)
f , π2T

(1)
f )

ここで，Tg の一つ目と二つ目の生成規則が，それぞれ gの一つ目と二つ目の定義規則の右

辺式の値域に対応している．もし，これらの値域に重なりがあるならば，規則により非終端

記号を展開していった場合に <z>と π1T
(1)
f が，<false>と π2T

(1)
f が等しくなるはずである．

これらをまとめて，

<z>
?= π1T

(1)
f <false>

?= π2T
(1)
f

表す．ここで，各 ?=の右辺には非終端記号が含まれているので，等式が本当に成立するか

どうかを調べるのにこれらの非終端記号を展開する．ただし，上添字である同期識別子が同

じ非終端記号は同時に展開しなければならない．ここで，Tf は二つの生成規則を持ってい

るので展開すると，

<z>
?= <z> <false>

?= <true>

と

<z>
?= <s> ¦ π1T

(1)
g <false>

?= π2T
(1)
g

となる．ところが，どちらの等式も成立しえないことがわかる．なぜなら，上の等式におい

ては <false> 6= <true>であるし，π1T
(1)
g が何に展開されたとしても <z> 6= <s> ¦ π1T

(1)
g で

あるためである．よって，gの各規則の右辺式の値域に重なりがないことがわかり，gの単

射性が結論づけられる．

重なりがある例として，以下の関数 add を考える．

data Nat =̂ <s> ¦ Nat | <z>
add(z, y :: Nat) =̂ y

add(s ¦ x, y :: Nat) =̂ let t =̂ add(x, y) in <s> ¦ t
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関数 add の第一規則と第二規則の右辺式の値域には重なりがあるので，これを前述の手法

で見つけることを考える．まず，add の値域を厳密に記述する文法は以下である．

Nat → <z>

Nat → <s> ¦ Nat
Tadd → Nat
Tadd → <s> ¦ Tadd

先程の議論と同様に，

Nat ?= <s> ¦ Tadd

を考える．このとき，上式の展開の仕方は，左辺を展開する場合と右辺を展開する場合がそ

れぞれ二通りずつあわせて四通りある．ここでは，とりあえず左辺を展開するとする．す

ると，

<z>
?= <s> ¦ Tadd

と

<s> ¦ Nat ?= <s> ¦ Tadd

が得られる．前者の等式は明らかに満たされないので，後者の等式について考える．ここで，

等式が成立するかどうかに先頭の <s>の部分は関係ないので取り除くと，

Nat ?= Tadd

を得る．このときも，左辺を展開する場合と右辺を展開する場合それぞれ二通りずつあわせ

て四通りある．ここで，とりあえず左辺を展開したとする．すると

<z>
?= Tadd

と

<s> ¦ Nat ?= Tadd

が得られる．このうち，前者について考える．非終端記号 Tadd を展開することにより，

<z>
?= Nat

と

<z>
?= <s> ¦ Tadd

が得られる．このうち，前者について考え，非終端記号Nat を展開すると，

<z>
?= <z>

と

<z>
?= <s> ¦ Nat
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が得られる．前者の等式は成り立つため，<z> ?= Nat，<z> ?= Tadd，Nat ?= Tadd，<s>¦Nat ?=

<s> ¦ Tadd およびNat ?= <s> ¦ Tadd も成立させることができる．よって，我々は add の二つ

の規則の右辺式の値域に重なりがあったと結論づけられる．これは，これまでの操作が

Nat → <s> ¦ Nat → <s> ¦ <z>

という左辺の展開と

<s> ¦ Tadd → <s> ¦ Nat → <s> ¦ <z>

という右辺の展開に対応づけられるためである．

文脈自由多生垣文法による式の値域の厳密な記述に基づき，重なりの判定を行っても図

8.1の単射性判定および補関数導出アルゴリズムAlg-C+の正しさには影響はない．なぜな

ら，これらの正しさは重なりの判定の完全性つまり，値域に重なりがあった場合には重なり

判定は重なり必ず見つけ出すことにのみ依存しているためである．また，8.2.2節での逆方

向変換の導出も適用できる．逆方向変換の導出においては，近似された式の値域の性質を利

用しているものの，それは水平方向の重なりを調べることにおいてのみであるためである．

よって，値域の重なりをより正確に解析しても問題はない．しかし，得られる逆方向変換は，

入力に対しマッチするパターンが複数個ある場合が起こりうるため，決定的なプログラムで

あると限らない．ただし，パターンを一つに定めると，パターンマッチにより生じる変数の

束縛は一つに定まる．

And/Or探索による重なりの判定

これまでに述べた探索の操作を，節点が無限個のグラフ上の And/Or探索により定式化

する．値域の重なりを調べたいプログラムの厳密な値域を記述する文脈自由多生垣文法をG

とおく．

And/Or探索をするために，And節点とOr節点，それぞれの節点からの枝そして根につ

いて定めておく．

まず，節点は等式候補の集合Eとラベル l ∈ {And,Or}の組である．各等式候補（∈ E）は

C[πj1T
(i1)
1 , . . . , πjnT (in)

n ] ?= C′[πj′1
T

(i′1)
1 , . . . , πj′

n′
T

(i′
n′ )

n′ ]

もしくは

Fail

という形式をしている．なお，同期識別子の同値性を保存する名前換えにより等しくなる

二つの節点は同一であるとする．たとえば，節点 ({<z> ?= π1T
(1)
g , <false>

?= π2T
(1)
g },And)

と ({<z> ?= π1T
(2)
g , <false>

?= π2T
(2)
g },And) とは同一であると見なす．それに対し，節点

({<z> ?= π1T
(1)
g , <false>

?= π2T
(1)
g },And)と ({<z> ?= π1T

(1)
g , <false>

?= π2T
(2)
g },And)と

は区別される．
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次に，Or節点からAnd節点への枝について述べる．節点 ({s1
?= t1, . . . , sn

?= tn}, Or)は，

節点の集合

{(trunc({s1
?= t′1, . . . , sn

?= t′n}),And) | (t1, . . . , tn) →G (t′1, . . . , t
′
n)，∃i. ti = πjT

(k}
∪ {(trunc({s′1

?= t1, . . . , s
′
n

?= tn}),And) | (s1, . . . , sn) →G (s′1, . . . , s
′
n),∃i. si = πjT

(k)}

のそれぞれの節点で，等式候補の集合の中に Failを含まないもの，に対して枝を持つ．た

だし，truncは共通の先頭を取り除く操作であり，

trunc({si
?= ti}i∈{1,...,n}) =

∪
i∈{1,...,n} tr(si

?= ti)

tr(σ(s1) ¦ s2
?= σ(t1) ¦ t2) = tr(s1

?= t1) ∪ tr(s2
?= t2)

tr(σ′(s1) ¦ s2
?= σ(t1) ¦ t2) = Fail

tr(σ(s1) ¦ s2
?= ε) = Fail

tr(ε ?= σ(t1) ¦ t2) = Fail

tr(x ?= πiT
(j)) = {x ?= πiT

(j)}
tr(πiT

(j) ?= x) = {πiT
(j) ?= x}

である．上で，∃i. ti = πjT
(k)や ∃i. si = πjT

(k)を要求しているのは，等式候補の右辺もし

くは左辺のみを展開しつづけることを防ぐためである．

等式候補の集合は，等式が成立するかどうかを独立に調べられる集合に分解できる場合が

ある．たとえば，{Tadd
?= <z>,Nat ?= <s> ¦ <s> ¦ Tadd}の二つの等式候補は，独立に等式が

成立するか調べられる．それに対し，{<z> ?= π1T
(1)
g , <false>

?= π2T
(1)
g }の二つの等式候補

は，独立に等式が成立するかどうかは調べられない．これは，同期識別子により，それぞれ

の要素の右辺の非終端記号は，同じ生成規則で同時に展開されなければならないためであ

る．And節点からOr節点への枝は，この独立に調べられる集合への分解に対応する．まず，

分解のための同値関係
share≡ を，次の関係 S

(s ?= t) S (s′ ?= t′)

⇔

(
∃T (i), C, C′.

(s = C[π T (i)] ∧ s′ = C′[π T (i)]) ∨ (t = C[π T (i)] ∧ t′ = C′[π T (i)])

)

により，
share≡ = S∗ と定める．ここで R∗ は関係 R の反射的推移的閉包である．直観的に

は，(s ?= t) S (s′ ?= t′)は，sと s′ もしくは tと t′ に同時に展開しなければならない非終

端記号を含むことを意味する．これにより，And節点の持つ枝を次のように定める．節点

({s1
?= t1, . . . , sn

?= tn}, And)は，節点の集合

{([si
?= ti]share

≡
,Or) | i ∈ {1, . . . , n}}

の各節点へと枝を持つ．
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根の与え方について述べる．右辺式の重なりを調べたい規則を r1および r2とすると，そ

れぞれ，対応する生成規則 r′1, r
′
2を同期機構付き文脈自由生垣文法Gの中に持つ．

r′1 = Tf → (s1, . . . , sn)
r′2 = Tf → (t1, . . . , tn)

このとき，根 n0を，E = trunc({si
?= ti} | i ∈ {1, . . . , n})として，

n0 =

{
(E,And) if Fail 6∈ E

(∅,Or) otherwise

とする．

定義 8.4 (And/Or探索). 節点から真理値への写像を φを次で与える．

• φ((E,Or))は，(E,Or)の子nでφ(n) = Trueなものが存在すればφ((E,Or)) = True,

(E,Or)の全ての子 nが φ(n) = Falseならば φ((E,Or)) = False．

• φ((E,And))は，(E,And)の全ての子 nが φ(n) = Trueならば φ((E,And)) = True，

(E,And)の子 nで φ(n) = Falseなものが存在すれば φ((E,And)) = False．

• φ(n)の値は，最小不動点により決定する．

このとき，φ(n0)の値がAnd/Or探索の結果である．

定義より，節点 (∅,And)および (∅,Or)は子を持たないため，

φ((∅,And)) = True φ((∅,Or)) = False

となることに注意する．上の定義において，一般には φ(n0)の真偽は決定不能であることに

注意する．これは，Vdl+上の式の値域の重なりの判定が決定不能であることと等価である．

また，φ(n)の真偽を最小不動点で定義しているのは，我々は有限サイズの生垣が共通の値

域に含まれているかどうかを判定しているためである．

例 8.11 (halfeven). 前述の halfeven の f について，f のそれぞれの規則の右辺式の値域に

重なりがあるかないかを判定するのに用いるAnd/Or探索グラフを以下に示す．

//
'& %$Ã! "#{<z> ?= π1T

(1)
g , <false>

?= π2T
(1)
g } // {<z> ?= π1T

(1)
g , <false>

?= π2T
(1)
g }

ここで，角丸の四角がAnd節点，四角がOr節点である．規則を展開した後の truncが Failを

返すため，Or節点は子をもたない，つまり，Falseである．よって，根も Falseである．よっ

て，f のそれぞれの規則の右辺式の値域に重なりはない．
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{Nat
?
= <s> ¦ Tadd} //'& %$Ã! "#{Nat

?
= Tadd}

²²

{<s> ¦ Nat
?
= Tadd}oo

//'& %$Ã! "#{Nat
?
= <s> ¦ Tadd}

OO

{Nat
?
= Tadd}

²²

oo

,,YYYYYYYYYYYYYYYYYYYYYY
'& %$Ã! "#{<s> ¦ Nat

?
= Tadd}

OO

{Nat
?
= <s> ¦ N} //'& %$Ã! "#{Nat

?
= Nat}

²²

{<s> ¦ Nat
?
= Nat}oo '& %$Ã! "#{<z> ?

= Tadd}

yy

'& %$Ã! "#{Nat
?
= <s> ¦ Nat}

OO

{Nat
?
= Nat} //oo

uullllllll
))RRRRRRRR

'& %$Ã! "#{<s> ¦ Nat
?
= Nat}

OO

'& %$Ã! "#{Nat
?
= <z>}

²²

'& %$Ã! "#{<z> ?
= Nat}

²²
{Nat

?
= <z>}

))SSSSSSSSSSS {<z> ?
= Nat}

uukkkkkkkkkkk

'& %$Ã! "#º¹ ¸·³´ µ¶∅
図 8.3. add の第一規則と第二規則の右辺式の重なりを判定するためのAnd/Or探索グラフ：

角丸の四角が And節点，四角が Or節点，角丸の二重四角は (∅, And)．

例 8.12 (add). 前述の add について，And/Or探索に用いるグラフを図 8.3に示す．ここ

で，角丸の四角がAnd節点，四角がOr節点である．また，角丸の二重四角は (∅, And)，つ

まり Trueが割り振られる節点である．図においてAnd節点は一つしか子がないので，この

場合，根から Trueとなる節点に経路があるかないかが，第一規則と第二規則の右辺式に重

なりがあるかないかに対応する．

なお，And節点とOr節点の子の定義より，Gが正規生垣文法のときは必ず探索グラフが

有限になる．つまり，Gが正規生垣文法程度なら And/Or探索は止って正しい答えを返す．

しかし，Gが文脈自由多生垣文法のときは探索グラフは無限になり，And/Or探索は止まる

とは限らない．このような場合には，

• 根からの距離

• 等式候補の集合のサイズ

• 等式候補に現れる左辺もしくは右辺の生垣の最大サイズ

に上限を設けることで探索を打ち切ることが考えられる．上のどれもG = (Σ, N,R)が正規

生垣文法の場合には上限が存在し，それぞれ，2|N ||R|，1，1である．

8.3.3 得られた補関数の改良

言語Vdl+で記述されたプログラムが非単射と判定される連接を含まない場合，Alg-C+

は lengthを導入することがない．その場合元の関数と導出された補関数の再帰構造が同



8.3 より詳細な解析による補関数導出 183

じになるため，簡単に組化を行うことができる．このとき，組化された関数の単射性を確認

しながら構成子を取り除くことにより，より小さい補関数が得られる場合がある．導出され

た補関数から構成子を取り除くことによる単射性への影響は，辺式の値域の重なりがあるか

ないかが変わるのみである．よって，And/Or探索による重なりの判定を，補関数の返り値

にも適用できるように少し修正するだけで組化された関数の単射性の判定に利用することが

できる．逆に近似された値域に基づいて単射性の判定を行ったのでは，組化後に新たに構成

子を取り除けることはない．これは，そのような構成子はAlg-C+が既に取り除いている

ためである．

例として，tupledHalf を返り値の使用に対する関数の特化後に得られる次の関数を考える．

tupledHalf {1,2}(x) =̂ let s =̂ f{1}(x) in s

f{1}(<z>) =̂ <z>

f{1}(<s> ¦ x) =̂ let t =̂ f{2}(x) in t

f{2}(<z>) =̂ <z>

f{2}(<s> ¦ x) =̂ let s =̂ f{1}(x) in <s> ¦ s

上の関数 tupledHalf {1,2}に対し，アルゴリズムAlg-C+は以下の補関数を導出する．

tupledHalf c
{1,2}(x) =̂ let sc =̂ f{1}

c(x) in sc

f{1}
c(<z>) =̂ B21

f{1}
c(<s> ¦ x) =̂ let tc =̂ f{2}

c(x) in B31(tc)
f{2}

c(<z>) =̂ B41

f{2}
c(<s> ¦ x) =̂ let sc =̂ f{1}

c(x) in sc

これらの関数を組化すると以下を得る．

〈tupledHalf {1,2}, tupledHalf {1,2}
c〉(x) =̂ let (s, sc) =̂ 〈f{1}, f{1}c〉(x) in (s, sc)

〈f{1}, f{1}c〉(<z>) =̂ (<z>, B21)
〈f{1}, f{1}c〉(<s> ¦ x) =̂ let (t, tc) =̂ 〈f{2}, f{2}c〉(x) in (t,B31(tc))
〈f{2}, f{2}c〉(<z>) =̂ (<z>, B41)
〈f{2}, f{2}c〉(<s> ¦ x) =̂ let (s, sc) =̂ 〈f{1}, f{1}c〉(x) in (<s> ¦ s, sc)

このとき，B31は一引数構成子なのだが，取り除いた後も 〈tupledHalf {1,2}, tupledHalf {1,2}
c〉

が単射であるかもしれない．もし，取り除いた後も 〈tupledHalf {1,2}, tupledHalf {1,2}
c〉が単

射であるのなら，取り除いたほうが補関数が小さくなる．実際，取り除くことにより得られ

る以下の関数は halfeven と等価な関数である．

〈tupledHalf {1,2}, tupledHalf {1,2}
c〉(x) =̂ let (s, sc) =̂ 〈f{1}, f{1}c〉(x) in (s, sc)

〈f{1}, f{1}c〉(<z>) =̂ (<z>, B21)
〈f{1}, f{1}c〉(<s> ¦ x) =̂ let (t, tc) =̂ 〈f{2}, f{2}c〉(x) in (t, tc)
〈f{2}, f{2}c〉(<z>) =̂ (<z>, B41)
〈f{2}, f{2}c〉(<s> ¦ x) =̂ let (s, sc) =̂ 〈f{1}, f{1}c〉(x) in (<s> ¦ s, sc)
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よって，And/Or探索により値域の重なり判定を用いることで，上の構成子を取り除いた関

数の単射性を判定することができる．

順方向変換を entry であるとし，Alg-C+により得られる補関数を entrycとすると，以

下のアルゴリズムにより entrycをより小さなものに変換できる場合がある．

アルゴリズム 8.7 (補関数の改良).

入力：組化された関数 〈entry , entryc〉を定義するプログラム
出力：組化された関数 〈entry , entryc〉を定義するプログラム

手続き：

プログラムの全ての規則について以下を行う．

• 規則 r について，もし，Alg-C+ が導入した構成子が全て一引数構成子であり，か

つ，それら全ての構成子をはずした規則 r′ を作成した場合に rを r′ に置き換えても

〈entry , entryc〉の単射性がAnd/Or探索による値域の重なり判定により確認できるの

なら，rを r′で置き換える．

• そうでないなら，規則 rは維持する．

上で，entry の単射性を確認するには，entry を定義するプログラムについて，全ての関

数の互いに異なる規則の右辺式の値域に重なりがないことを，And/Or探索による値域の重

なり判定により確認すればよい．
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第9章 まとめ

9.1 結論

本論文では，我々はプログラムの双方向化，すなわち順方向変換プログラムから双方向変

換プログラムを自動構成する手法について議論した．本論文で提案した双方向化手法は，補

関数 [BS81]の導出に基づく．これにより，本論文の手法の導出する双方向変換は常に振る

舞いがよいことが保証される．我々は，特定のプログラム言語で記述された順方向変換プロ

グラムに対し，補関数プログラムを自動的に導出する手法を与え，その後組化や逆関数の導

出など既存のプログラム変換を適用することにより，逆方向変換プログラムを導出し，双方

向変換プログラムを構成した．本論文の言語VdlやVdl+は制限されているため，それら

の言語で記述されたプログラムに対し，効果的な双方向変換を得るためのプログラム解析

を効果的に行うことができる．しかし，いくつかの本論文の例に示すように，制限されてい

ながらも言語 Vdlや Vdl+ では木構造データの上の基本的な変換を記述できる．さらに，

我々はいくつかの例を通して本手法の有効性を確認した．

9.2 今後の課題

我々の今後の課題を以下に示す．

9.2.1 補関数導出手法

多様な補関数

本論文の提案する補関数導出手法は，元の関数と同じ再帰構造を持つ補関数を導出する．

しかし，元の関数と同じ再帰構造を持つ補関数が全て本論文の補関数導出手法により導出で

きるわけではない．第 3章において，二つの自然数を加算する関数 add :: (N × N) → Nの
補関数の一つが二つの自然数の差を求める関数 sub :: (N × N) → Zであることを示した．
しかし，どのようにすれば add から sub を導出できるかは明らかでない．たとえば，次

のように定義された add を考える．

add(Z, y) =̂ y

add(S(x), Z) =̂ S(x)
add(S(x), S(y)) =̂ S(S(add(x)))
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以下の関数 sub′は，add の補関数であり subと補関数として等価な関数である．

sub′(Z, y) =̂ B1(y)
sub′(S(x), Z) =̂ B2(x)
sub′(S(x), S(y)) =̂ sub′(x)

関数 sub′は，add と同じ再帰構造を持っている．しかし，我々は現在，add から上の f と同

等な補関数を得ることができていない．また，8.3.2節のAnd/Or探索を用いても 〈add , sub ′〉
の単射性の確認に失敗する．

どのように add :: (N×N) → Nを記述し，どのように単射性を解析すれば sub :: (N×N) →
Zと同等な関数が得られるかがわかれば，より効果的かつ直観的な逆方向変換導出が実現で
きることが期待される．

連接の補関数

第 8章においては，連接演算を含む関数の補関数を作成するのに，連接演算子の第一引数

の生垣の長さの情報を用いた．しかし，連接演算子の引数の型によっては，第一引数の生垣

の長さを用いる方法よりも，直観的な逆方向変換を達成する補関数を構成できる場合がある．

たとえば，以下の関数 f における非単射な連接 x ¦ yを考える．

data T =̂ (<a> ¦ <b>∗)∗

f(x :: T, y :: T ) =̂ x ¦ y

この非単射な連接に対して，第一引数の生垣の長さを補う補関数

f c(x :: T, y :: T ) =̂ length(x)

から定まる逆方向変換は以下の関数と等価でものである．

fB((x :: T, y :: T ), v)
= let (v1 :: T, v2 :: T ) = splitAt(length(x), v) in (v1, v2)

逆方向変換 fBは，ソースの組の第一要素の生垣の長さを変更することができない．そのた

め，たとえば以下の更新の反映は失敗する．

fB((<a> ¦ <b> ¦ <b>, <a>), <a>) = ⊥

ところが，以下の関数 f c′も f の補関数となる．

f c′(x :: T, y :: T ) =̂ lengthA(x)
lengthA(ε) =̂ 0
lengthA(<a> ¦ r) =̂ 1 + lengthA(r)
lengthA(<b> ¦ r) =̂ lengthA(r)
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補関数 f c′を利用して得た逆方向変換は以下の関数と等価なものである．

f ′
B((x :: T, y :: T ), v)

=̂ let (v1 :: T, v2 :: T ) =̂ splitByA(lengthA(x), v) in v1 ¦ v2

splitByA(ε, 0) =̂ (ε, ε)
splitByA(<a> ¦ r, 0) =̂ (ε, <a> ¦ r)
splitByA(<b> ¦ r, 0) =̂ let (s, t) =̂ splitByA(r, 0) in (<b> ¦ s, t)
splitByA(<a> ¦ r, n + 1) =̂ let (s, t) =̂ splitByA(r, n) in (<a> ¦ s, t)
splitByA(<b> ¦ r, n + 1) =̂ let (s, t) =̂ splitByA(r, n + 1) in (<b> ¦ s, t)

逆方向変換 f ′
Bは，第一引数中の <a>の数を変えることを許さないが，<b>の自由な挿入お

よび削除を許す．そのため，たとえば以下の更新の反映は成功する．

f ′
B((<a> ¦ <b> ¦ <b>, <a>), <a>) = (<a>, ε)

この f c′は f cとは縮約順序（第 3章，定義 3.8）では比較不能である．なぜなら

lengthA(<a> ¦ <b>) = lengthA(<a>) length(<a> ¦ <b>) 6= length(<a>)
lengthA(<a> ¦ <b>) 6= lengthA(<a> ¦ <a>) length(<a> ¦ <b>) = length(<a> ¦ <a>)

より，
∃s1, s2, s

′
1, s

′
2 ∈ [[T ]]. f c(s1, s2) = f c(s′1, s

′
2) ∧ f c′(s1, s2) 6= f c′(s′1, s

′
2)

∃s1, s2, s
′
1, s

′
2 ∈ [[T ]]. f c(s1, s2) 6= f c(s′1, s

′
2) ∧ f c′(s1, s2) = f c′(s′1, s

′
2)

となるためである．

もう少し具体的な例として以下の関数 c2xf を考える．

data S =̂ (<section>(<title>(String) ¦ P ))∗

data P =̂ (<p>(String))∗

c2xf (ε) =̂ ε

c2xf (<chapter>(<title>(t :: String) ¦ p :: P ¦ s :: S) ¦ r :: C)
=̂ <h1>(t) ¦ p ¦ s2xf (s) ¦ c2xf (r)

s2xf (ε) =̂ ε

s2xf (<section>(<title>(t :: String) ¦ p :: P ) ¦ r)
=̂ <h1>(t) ¦ p ¦ s2xf (r)

この関数は第 1章，第 6章に登場した c2x とは少し異なり，節題を <h2>要素ではなく <h1>

要素へと変換する．ここで，第二規則の s2xf (s) ¦ c2xf (r)の部分に現れる連接が単射ではな

い．なぜならば，s2xf (s)の値域と c2xf (r)の値域はともに以下の集合U であるためである．

U = (<h1>(String) ¦ (<p>(String))∗)∗

上の型 U は先程の型 T と同様の形式をしている．もし，非単射な連接に対し第一引数の生

垣の長さを保存することで補関数を作成した場合，その補関数より得られる逆方向変換は以
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下の関数と等価な関数になる．

data S =̂ (<section>(<title>(String) ¦ P ))∗

data P =̂ (<p>(String))∗

c2xf B(ε, ε) =̂ ε

c2xf B(<chapter>(<title>(t :: String) ¦ p :: P ¦ s :: S) ¦ r :: C, <h1>(t′) ¦ p′ ¦ v)
=̂ let (v1, v2) =̂ splitAt(length(s2xf (s), v))

in <chapter>(<title>(t′) ¦ p′ ¦ s2xf B(s, v1)) ¦ c2xf B(r, v2)
s2xf B( , ε) =̂ ε

s2xf B( , <h1>(t) ¦ p ¦ v)
=̂ <section>(<title>(t :: String) ¦ p :: P ) ¦ s2xf B( , v)

逆方向変換 c2xf B を用いると，ビュー上で章題に対応する <h1>から次の章題に対応する

<h1>までの生垣の長さを変更できない．これは，ソースにおいて <chapter>の数を変更で

きないことに対応する．ビュー上で章題に対応する <h1>から次の章題に対応する <h1>の

間には，設題に対応する <h1>を含むことに注意する．このとき，ビュー上で <p>を対応し

て減らし節題に対応する <h1>を挿入することで，ソースにおいて章の直下の段落を減らし

節を挿入することができる．ここで挿入された節題がどの章に属するかは，挿入した位置に

より決まる．先程の lengthAと同様の考え方を用いて得た補関数により得られる逆方向変換

は，以下の関数 c2xf ′Bと等価なものである（splitByH1 と lenghtH1 の定義は省略）．

data S =̂ (<section>(<title>(String) ¦ P ))∗

data P =̂ (<p>(String))∗

c2xf ′B(ε, ε) =̂ ε

c2xf ′B(<chapter>(<title>(t :: String) ¦ p :: P ¦ s :: S) ¦ r :: C, <h1>(t′) ¦ p′ ¦ v)
=̂ let (v1, v2) =̂ splitByH1 (lengthH1 (s2xf (s), v))

in <chapter>(<title>(t′) ¦ p′ ¦ s2xf B(s, v1)) ¦ c2xf ′B(r, v2)
s2xf B( , ε) =̂ ε

s2xf B( , <h1>(t) ¦ p ¦ v)
=̂ <section>(<title>(t :: String) ¦ p :: P ) ¦ s2xf B( , v)

これを用いると，章題に対応する <h1>から別の章題に対応する <h1>までにある <h1>の数

を変更することはできなくなるが，段落 <p>を自由に挿入し削除することが可能になる．挿

入された段落が章直下の段落になるか節下の段落になるかは，ビュー上で直前の <h1>は章

題であるか節題であるかによって決まる．

現在，後者の lengthAや lengthH1 のような関数を使用した補関数を，どのようにすれば

連接演算子の引数の型の構造より導出できるかはまだわかっていない．

連接の単射性判定

第 8章において，我々は，それぞれの式の値域の厳密な記述の上で重なりの判定を行うこ

とでより小さい補関数が導出できる場合があることを示した．しかし，水平方向の重なりの
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判定，すなわち連接演算が単射でないかどうかの判定に，式の厳密な型を効果的に利用する

手法はわかっていない．たとえば，第 8章の例 8.8に加え，以下の関数における連接演算の

単射性も，正規生垣文法により近似した型の上では判定できない．

twice(x) =̂ x ¦ x

exp(x) =̂ let (s, t) =̂ f(x) in s ¦ t

f(ε) =̂ (<s>, <s>)
f(<s> ¦ r) =̂ let (s, t) =̂ f(x) in (s ¦ t, s ¦ t)

水平方向の重なりの判定において，どのように式の値域の厳密な記述を利用してよいかは

明らかでない．第 4章で述べた通り，我々は，集合 T1と T2が水平方向に重なりがないかど

うかの判定を以下の通りに行っている．

1. T ′
1 = {x ¦ <#>1 ¦ y | x ¦ y ∈ T1}を求める．

2. T ′
2 = {x ¦ <#>2 ¦ y | x ¦ y ∈ T2}を求める．

3. T ′′
1 = {x ¦ <#>1 ¦ y | x ∈ T1, y ∈ T ′

2}を求める．

4. T ′′
2 = {x ¦ <#>2 ¦ y | x ∈ T ′

1, y ∈ T2}を求める．

5. T ′′
3 = {x ¦ <#>1 ¦ y ¦ <#>2 ¦ z | x, y, z ∈ HΣ, |y| ≥ 1}を求める．ただし，Σは T1に含ま

れるラベルと T2に含まれるラベルとの和集合である．

6. T ′′
1 ∩ T ′′

2 ∩ T ′′
3 が空かどうか調べる．

上の判定は，T1と T2が正規生垣言語である場合は，T ′
1, T

′
2, T

′′
1 , T ′′

2 , T ′′
3 がそれぞれ正規生垣

言語となるため効果的に行うことができる．しかし，ステップ 2とステップ 3を文脈自由多

生垣文法で表現される T1, T2に対しどのように行えばよいかは明らかではない．また，仮に

水平方向の重なりが効果的に判定でき連接演算の単射性を効果的に判定できたとしても，逆

方向変換においてどのようにその連接結果を分解してよいかわかっていない．

複製の合成可能な取り扱い

第 6章では，treelessな言語において変数の複数回出現には以下の二種類があることを述

べた．

• 入力の複数回走査（入力の複製）

• 変換結果の複製（出力の複製）
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この内，前者が双方向化において問題となる．そのため，本論文では，前者の変数の複数回

出現を陽に扱うことをせず，多返値関数を用いることにより前者を含む変換の一部を表現し

た（第 6章）．すなわち，関数

h(x) = (f(x), g(x))，

のような入力の複数回走査を含む順方向変換を双方向化するのに，f と gを別個に双方向化

しその結果を利用するのではなく，組化 [HITT97,Chi93]により得られる f と gを使用しな

い形で記述した hの定義に対し双方向化を行った．それに対し，上のような hに対し，f と

gの双方向化結果をうまく組み合わせたり，f と gの双方向化を工夫したりすることで，振

る舞いがよく効果的な hの逆方向変換を求めることが考えられる．しかし，どのようにして

f と gの逆方向変換を組み合わせ hの振る舞いがよく効果的な逆方向変換を得ればよいかは

まだわかっていない．つまり，複製に対する，モジュール性の意味で合成可能な取り扱いは

まだ明らかではない．

補関数に基づく双方向化において，複製に対する合成可能な取り扱いがどのように難しい

かについて以下に述べる．

先程の関数 h = 〈f, g〉について，Huらの複製 [HMT04]のように，ビューの第一要素に対

する更新を f cの定める逆方向変換により反映し，第二要素に対する更新を gcの定める逆方

向変換により反映するのは，双方向変換の合成として自然である．もし，このような合成さ

れた逆方向変換に対応する hの補関数が存在したとすると，hc ¹ f cかつ hc ¹ gcを満たす．

なぜなら，f cの定める逆方向変換によりソースが s1から s2に更新可能である場合，hcの

定める逆方向変換でも s1から s2に更新可能であるためである（第 3章，定理 3.6証明，定

理 3.7）．ところが，関数 h = 〈f, g〉について，f と gそれぞれの補関数 f cと gcが得られて

いたとしても，hの補関数 hcで，hc ¹ f cと hc ¹ gcとなるものが存在するとは限らない．

たとえば，第 6章の divs(x) = (div2(x), div3(x))の例について，div2の補関数を「入力を 2

で割った余り」，div3の補関数を「入力を 3で割った余り」にとると，どちらの補関数と比

べてもより小さいか等しい divs の補関数は存在しない．なぜなら，任意の自然数 xと yに

対し，

∃z. x = z mod 2 ∧ z = y mod 3

となるため「入力を 2で割った余り」よりも「入力を 3で割った余り」よりも小さいか等し

い関数は任意の入力について値の等しい定数関数なるが，定数関数は divs の補関数ではな

いためである．

関数 h = 〈f, g〉に対し，hc ¹ f cかつ hc ¹ gcとなる hの補関数 hcが存在することは以下

と等価である．

(≡h) ∩ ((≡fc) ∪ (≡gc))∗ = (≡id)

なお，((≡fc) ∪ (≡gc))∗は，(≡fc)と (≡gc)とを含む最小の同値関係である．ここで，

((≡fc) ∪ (≡gc))∗ = ((≡fc) ◦ (≡gc))∗
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であることに注意する．今，fBと gBをそれぞれ f cと gcによって定まる f と gの逆方向変

換とする．第 3章の定理 3.1により，任意の fB = reflectf,fc について，

∀s, s′.
(
(∃v. fB(s, v) = s′) ⇔ (s ≡fc s′)

)
が成り立つ．すなわち，s ((≡fc) ◦ (≡gc))∗ s′であるということは，fBおよび gBを交互に

有限回数繰り返し適用することによって sが s′に更新されることを意味する．

定理 9.1. 関数 f と gについて，それぞれの補関数 f cと gcが定まり，対応したそれぞれの

逆方向変換 fB = reflectf,fc と gB = reflectg,gc が求まっているとする．このとき，h = 〈f, g〉
の Huらの複製により定義された逆方向変換1が振る舞いがよいのは，以下が成り立つ場合

でありかつそのときに限る．

(≡h) ∩ ((≡fc) ◦ (≡gc))∗ = (≡id)

ところが，我々の知る限り，((≡fc) ◦ (≡gc))∗に対応する関数，すなわち

(≡k) = ((≡fc) ◦ (≡gc))∗

を満たす関数 kの構成方法はわかっていない．もしも上の kが得られると，〈h, k〉の単射性
解析を行うことで，Huらの複製により定義される逆方向変換の振る舞いがよいかどうかを

判定できるかもしれない．

9.2.2 順方向変換記述言語

累積変数

本論文では，我々はmacro forest transducers [PS04]にあるような累積変数を含む順方向

変換の双方向化を議論していない．本論文で用いた手法のうち，たとえば，本論文の第 7章

の手法や，第 8章の関数の値域の厳密な推定とその近似などは，累積変数を含む順方向変換

についても適用できる．これらの手法は，関数の出力がパターンマッチにより分解されない

ことに基づいているためである．ところが，素朴な拡張により得られる正規生垣言語の上で

の単射性解析やそれに基づく補関数導出は，あまり効果的なものにはならない場合がある．

たとえば，以下の reverseAcc は，入力の文字列を逆転する関数であり，累積変数を用い

て定義されている．
reverseAcc(x) =̂ rev(x, ε)
rev(ε, y) =̂ y

rev(a :: Char ¦ x, y) =̂ rev(x, a ¦ y)

関数 reverseAcc は明らかに単射である．ところが，素朴に rev の第一規則と第二規則の右

辺式の型を正規言語で近似すると，それらの型の間には重なりが出てしまう．なぜなら，第
1Huらの言う逆方向変換は，第 3節における逆方向変換ではないことに注意する．ただし，彼らの逆方向変

換の定義域を順方向変換の値域に制限すれば同様の議論ができる．
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一規則は入力となる yをそのまま返しているため，どのような値も rev の第一規則の右辺式

の評価結果になりうるためである．

累積変数を使って定義された関数について，値域を厳密に表現する文法も以下のように累

積変数を持つ．
TreverseAcc → Trev (ε)
Trev (y) → y

Trev (y) → Trev (Char ¦ y)

これは，直観的には，累積変数を持つ関数は，累積変数に対しどのような計算が行われるか

により結果が変わるためである．また，値域を厳密に表現する文法が累積変数を持つことは，

linear macro tree transducerの値域が文脈自由木文法 [CDG+97]で表現できる [MPS07]こ

とと同様である．この値域を記述する文法から，rev の第一規則と第二規則の右辺式の値域

に重なりがあるかないかを議論するのは簡単ではない．

集合および辞書

本論文では，XML文書を生垣として扱い，生垣の上の変換の双方向化を議論した．生垣

においては要素の並び順が意味を持つ．たとえば，生垣 <a> ¦ <b>と生垣 <b> ¦ <a>は異なる．
しかし，XML文書中には並び順が意味を持たない XML要素列が含まれる場合も多く，そ

れを考慮することにより効果的な逆方向変換を得られることがある．

たとえば，ある述語 pに対して定まる以下の順方向変換 filter を考える．

data T =̂ . . . -- x ∈ [[P1]] ⇔ length(x) = 1 ∧ p(x)
data F =̂ . . . -- x ∈ [[P2]] ⇔ length(x) = 1 ∧ ¬p(x)
filter(ε) =̂ ε

filter(a :: T ¦ x) =̂ let y =̂ filter(x) in a ¦ y

filter(a :: F ¦ x) =̂ let y =̂ filter(x) in y

本論文の手法により求まる補関数は以下である．

filter c(ε) =̂ B1

filter c(a :: T ¦ x) =̂ let yc =̂ filter c(x) in B2(yc)
filter c(a :: F ¦ x) =̂ let yc =̂ filter c(x) in B3(yc, a)

直観的には，構成子 B1, B2, B3は filter により抽出されない要素の元の列における位置を表

現している．これは，逆方向変換により filter で抽出される要素の位置，すなわち順序を保

存するためである．ところで，並び順に意味を持たない列については，順序を保存する必要

はない．よって，以下の filter c′のようなより小さい関数が補関数となる．

filter c′(ε) =̂ ε

filter c′(a :: T ¦ x) =̂ let yc =̂ filter c′(x) in yc

filter c′(a :: F ¦ x) =̂ let yc =̂ filter c′(x) in a ¦ yc
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正規化子（canonizer）[FPP08]を用いることで，順方向変換および逆方向変換の際に，見

た目は異なるが同じ意味を持つデータを統一することができる．たとえば，入力の並び順に

意味を持たない場合には，正規化子は入力を整列する．たしかに，正規化子は実際の問題

に双方向変換を適用する際には有用である．しかし，効果的な双方向変換を得るためには，

正規化後のデータ構造をどう選ぶか，そしてそのデータ上の変換の双方向化をどうするか

は別に議論する必要がある．たとえば，filter の場合，入力が整列されているからといって，

filter c′を得るのは容易ではない．

補関数 filter c′を得る有効な方法の一つは，集合を明示的に扱う方法である．すなわち，集

合というデータを陽に扱い，filter を集合に対する基本的な演算して取り扱う方法である．集

合に対しどのような基本的な演算を提供すれば，多くの並び順が意味を持たない列上の変換

が記述できるか検討する必要がある．また，集合の各要素は，キーと呼ばれる集合内でその

要素を一意に差し示す部分データを持つことがよくある．キーを持つ集合は，各要素がキー

により一意に指し示されていると考えると，辞書であるとも考えられる．双方向変換におけ

る辞書の取り扱いは文献 [BFP+08]で議論されてはいるものの，補関数に基づく双方向化に

応用できるかはわかっていない．集合というデータを陽に扱う際において，関係データベー

スは組の集合に近いため，我々は関係データベース上で補関数導出の議論 [LLSV01,LV03]

が応用できるのではないかと考えている．

補関数に基づく双方向化と決定的な逆関数導出に関する予想

本論文を通してプログラムの双方向化を議論するにあたって，我々は以下の予想を得た．

予想. 関数に対する単射性解析手法は，その自然な補関数導出法を与え，またもし単射であっ

たならばその決定的な逆関数の導出手法を与える．

たとえば，第 5章において，我々は式の値域を正規木文法で表現することにより，明らか

に単射でない場所で失った情報を補うことで補関数を構成した．また，単射であった場合に

得られる逆関数は，先読み付き決定的 top-down tree transducers [Eng77]の同様の形式で

構成することにより，決定的に評価できる．また，第 8では，同様の手法により決定的な逆

方向変換を導出している．

また，GlückとKawabeの逆関数導出の際に LR構文解析器を使用する手法 [GK04]も同

様であるといえる．彼らは，プログラムをコマンド列を記述する文脈自由文法であると見な

し，逆プログラムの決定性を LR構文解析器を用いて解析することにより，決定的な逆プロ

グラムを得ている．

この予想に基づき，我々は，LR構文解析器のような文脈自由文法に対する構文解析を利

用したアプローチにより，累積変数を含む順方向変換プログラムに対し効果的な双方向変換

を導出できるのではないかと考えている．
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