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前のつづき

定義 5.1. シグニチャ L上の論理式AとBが論理的同値であるとは，任意の L構造M = (D, I)
と関数 θ ∈個体変数→ Dに対し，JAKM,θ = JBKM,θとなることをいい，A ≡ Bと書く．

定理 5.1. 任意の論理式AとBに対し，A ≡ Bならば，そのときに限りA |= BかつB |= A．

定理 5.2. 任意の論理式Aに対し，Aが妥当ならば，そのときに限りA ≡ ⊤．

命題論理の場合と同様に，論理的同値は合同関係である．たとえば，A ≡ Bならば ∀x.A ≡ ∀x.A
や ∃x.A ≡ ∃x.Bが言える．
なお，前回の講義資料で述語論理式の妥当性は決定不能問題であると述べたが，試験で問われ

るような「妥当な論理式が与えられたときに，それが妥当である証拠（同値変形や（健全性を仮
定した上での）導出）を示すこと」についてはきちんとアルゴリズムが存在する 1ので安心？ し
てほしい．

6 束縛変数と自由変数，そして代入
解釈の定義に従って述語論理式が恒真であるのを示すのが大変であることは，これまでに説明

した通りである．そのため，同値変形を利用し妥当性を示したいのであるが，そのためにはいく
つかの概念を導入しておく必要がある．
たとえば，ソクラテスの例で考えた，論理式

P (c) ∧ (∀x.P (x) ⇒ Q(x)) ⇒ Q(c)

の妥当性を同値変形により確認することを考えてみよう．そのためには，∀x.P (x) ⇒ Q(x)と，
定項 c に関する何らかの式についての関係を示さなければならない．この具体例については，
(∀x.P (x) ⇒ Q(x)) ⇒ (P (c) ⇒ Q(c))という妥当な（つまり⊤と同値な）式を利用すればよい．あ
とは，A = P (c)，B = Q(c)，C = ∀x.P (x) ⇒ Q(x)と置くと，論理式がA∧C∧(C ⇒ (A ⇒ B)) ⇒ B
という形になるので，命題論理の同値変形規則だけを用いてこの論理式の妥当性を確認するとが
できる．
では，この妥当式はどうやって得られたものだろうか？ 式の形に注目すると，上の妥当式は

(∀x.A) ⇒ A′という形をしており，A′はA中の xを何らかの項で置き換えたものである．ここで
は，この「置き換え」（代入と呼ばれる）の概念を導入する．

6.1 出現

一般に論理式は
(∀x.P (x)) ⇒ Q(x)

のように，同じ変数を複数個含む．しかしながら，式中の 2回現れる（occur）xをそれぞれの区別
して扱いたいときがある．そういった場合に xの出現（occurrence）という言葉を用いる．大雑
把に言えば，～の出現とは論理式中におけるその～が現れる位置 2のことである．たとえば，xの

1形式的に言えば，妥当な論理式の集合は枚挙可能である．
2形式的には論理式を木とみたときの根からのパスで定義するが，本講義では出現を形式的に定義はし

ない．
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最初の出現は (∀x.P (x)) ⇒ Q(x)の下線のものであるし，xの二つ目の出現は (∀x.P (x)) ⇒ Q(x)
の下線のものである．ここで，「変数 xの出現」といった場合に項として xが用いられる場合のみ
を考え，∀xの xは xの出現に含めない．また，出現を考える際にその出現の基準となる論理式が
存在を暗に仮定していることに注意する．

練習問題 6.1. 以下の論理式にそれぞれの対し，xの出現全てに下線を引け．

P (x) Q(f(x), x) P (x) ∧ ∀x.Q(x) ∀x.P (x, y) ⇒ ∀y.∃x.Q(y, x)

6.2 スコープ，束縛変数と自由変数，代入

∀および ∃を量化子（quantifier）と呼ぶ．量化子を指すメタ変数としてQを用いることがある．

定義 6.1 (スコープ). 論理式Qx.Aの出現において，Aの部分を，この量化子出現のスコープで
あるという．

要はプログラミング言語における変数のスコープと同じである．SMLにおいて，fn x => eの
xのスコープが eの中であるとの同じように，∀x.A（あるいは ∃x.A）の，この量化子 ∀（で導入
される xの）スコープがAのであるということである．

例 6.1. ∀x. (∀x.P (x)) ⇒ Q(x) において，最初の xの束縛のスコープは四角内，二個目の xの束

縛の有効範囲は下線部である． □

定義 6.2 (束縛変数と自由変数). 変数 xの出現が，論理式Qx.Aの中に現れるとき，この変数 x
の出現を束縛されている（bound）という．束縛されていない変数 xの出現を自由（free）とい
う．

束縛されているか自由であるは出現に対する概念であり，どの論理式における出現を考えてい
るかによって変数の xの出現が束縛されているか自由かが変わりうる．たとえば，P (x)における
xの出現は自由であるが，∀x.P (x)における xの出現は束縛されている．

定義 6.3 (束縛関係). 論理式Qx.Aの出現において，A中の変数 xの出現が，論理式Aにおいて
自由であるとき，その量化子Qの出現がその変数の xの出現 xを束縛するという．

練習問題 6.2. 以下の論理式それぞれに対し，出現する変数それぞれが自由か束縛されているか
を答えよ．また，束縛されている場合，その変数を束縛している量化子の出現も答えよ．

P (x) ∧ ∀x.Q(x) P (x) ⇒ (∀x.P (x) ⇒ ∀x.P (x))

∀x.P (x, y) ⇒ (∀y.∃x.Q(y, x) ⇒ R(x)) ⇒ R(x)

論理式が与えられたときに，その式中で自由な出現を持つ変数を自由変数という．まず，項 t
に含まれる自由変数の集合 FV(t)を定義する．

定義 6.4 (項の自由変数). 項 tに対し，tに含まれる自由変数の集合 FV(t)を以下のように帰納的
に定義する．

FV(x) = {x}
FV(f(t1, . . . , tn)) = FV(t1) ∪ · · · ∪ FV(tn)
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つまり，FV(t)は tに含まれる変数全てからなる集合である．そして，式に含まれる自由変数
の集合を以下のように定義する．

定義 6.5 (論理式の自由変数). 論理式 Aに対し，Aに含まれる自由変数の集合 FV(A)を以下の
ように帰納的に定義する．

FV(P (t1, . . . , tn)) = FV(t1) ∪ · · · ∪ FV(tn)

FV(⊤) = ∅
FV(⊥) = ∅

FV(¬A) = FV(A)

FV(A ∧B) = FV(A ∨B) = FV(A ⇒ B) = FV(A) ∪ FV(B)

FV(Qx.A) = FV(A) \ {x}

例 6.2.

FV(P (x) ∧ ∀y.P (y)) = {x}
FV((∀x.P (x) ∧ ∃y.Q(y, x)) ⇒ R(y)) = {y}

□

自由変数を含まない論理式を閉じた（closed）式といい，そうでない式を開いた（open）式と
いう．

定理 6.1. 任意の論理式Aについて，x ̸∈ FV(A)ならばQx.A ≡ A．

6.3 代入（substitution）

ものすごく大雑把には，「tを xに代入する」とは，変数 xを tに置き換えることである．項へ
の代入の適用については，この素朴なアイデアに従ったので問題はない．実際に以下のように形
式的に定義される 3．

定義 6.6 (項に対する代入). 項 t′における変数 xへの項 tの代入を t′[t/x]と書き，以下のように
帰納的に定義する．

y[t/x] =

{
t if y = x

y otherwise

f(t1, . . . , tn)[t/x] = f(t1[t/x], . . . , tn[t/x])

しかしながら，論理式Aに対する代入には注意が必要である．まずは注意する点は，素朴に変
数 xの出現全てを tに置き換えたのではいけないことである．たとえば，

((∀x.P (x)) ⇒ Q(x))[t/x] = (∀x.P (t)) ⇒ Q(t)

3今回は代入されたものを「代入」として定義した，代入する行為を「代入」と定義することもある．た
とえば，代入 θとは変数の集合から項の集合への関数で，θ(x) ̸= xなる xが高々有限のものであるとする
など．
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とするのはおかしい．なぜならば，二個目の変数 xの出現は，∀により導入されたものであって，
最初の xの出現とは何ら関係がないためである．
とすれば，変数 xの自由な出現全てを tをに置き換えるように定義すればよいように思えるか

もしれない．しかしながら，これも不十分である．なぜならば，tは自由変数を持つかもしれず，
代入によって束縛関係が変わってしまう場合があるためだ．たとえば，自由な出現を全てを単純
に置き換えると以下のようになってしまう．

(∀y.P (x, y))[y/x] = ∀y.P (y, y)

この挙動は，代入先である yは，式中の ∀により導入された yとは何ら関係がないので望ましく
ない．
上記の問題を避けるために，束縛変数の名前換えをしてから代入することを行う．たとえば，

上の例だと ∀y.P (x, y)を ∀z.P (x, z)としてから自由な xの出現を yへ代入し，

(∀y.P (x, y))[y/x] = ∀z.P (y, z)

とする．
また，以降，本講義では，束縛変数を束縛の関係を保存するように名前換えをした論理式を，

（等価でなく）同じ論理式であると見なす．たとえば，∀x.P (x)と ∀y.P (y)は同じ論理式であるが，
P (x)と P (y)や，∀x.P (x, y)と ∀x.P (x, x)は異なる論理式である．このことは，f(x) = x+ 1と
f(y) = y + 1が同じ関数であることと同様である．
形式的には論理式に対する代入は以下で定義する．

定義 6.7 (論理式に対する代入). 論理式Aにおける変数 xへの tの代入A[t/x]を以下のように帰
納的に定義する．

P (t1, . . . , tn)[t/x] = P (t1[t/x], . . . , tn[t/x])

⊤[t/x] = ⊤
⊥[t/x] = ⊥

(¬A)[t/x] = ¬(A[t/x])

(A ∧B)[t/x] = A[t/x] ∧B[t/x]

(A ∨B)[t/x] = A[t/x] ∨B[t/x]

(A ⇒ B)[t/x] = A[t/x] ⇒ B[t/x]

(Qy.A)[t/x] =


Qy.A if x = y

Qy.A[t/x] if x ̸= yかつ y ̸∈ FV(t)

(Qz.A[z/y])[t/x] if x ̸= yかつ y ∈ FV(t)かつ z ̸∈ FV(t)

これでようやく，∀や ∃で量化されたものと具体的な項に関する重要な妥当式を述べることが
できる．

定理 6.2. 任意の論理式A，変数 x，項 tに対し以下は妥当．

• (∀x.A) ⇒ A[t/x]

• A[t/x] ⇒ ∃x.A
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