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2 命題論理：論理的帰結，論理的同値

2.1 論理的帰結

定義 2.1 (論理的帰結). 命題論理式AとBについて，BがAの論理的帰結（logical entailment）
であるとは，Aの任意のモデルがBのモデルであることである．BがAの論理的帰結であること
をA |= Bと書く．

記号が，v |= Aと流用されていることに注意する．モデルおよび論理的帰結の概念を論理式の
列に拡張する．論理式の列 Γ = A1, . . . , Anに対し，付値 vが Γのモデルであるとは，任意の Ai

(1 ≤ i ≤ n)に対し v |= Aiとなることを言い，v |= Γと書く．また，Aが Γの論理的帰結である
とは，任意の ΓのモデルがAのモデルであることを言い，Γ |= Aと書く．ここで，Γが空の列の
とき，任意の付値が Γのモデルとなることに注意する．そのため |= Aは Aが恒真であることを
意味する．

ノート. Γ |= Aは命題論理式ではないことに注意する．

練習問題 2.1. 以下が成り立つことを確認せよ．

A ∧B |= A A |= A ∨B A,A ⇒ B |= B (A ∨B), A ⇒ C,B ⇒ C |= C

定理 2.1. Γを論理式の列，AとBを論理式であるとする．このとき，Γ |= A ⇒ Bならば，その
ときに限り Γ, A |= Bである．

証明. （ならば) Γ |= A ⇒ Bとする．今 vを Γ, Aのモデルであるとする．このとき vは Γのモ
デルでもあるので，論理的帰結の定義から JA → BKv = Tとなる．今，JAKv = Tであるので，解
釈の定義から JBKv = Tとなる．よって，Γ, A |= B．
（そのときに限り）Γ, A |= Bとする．今 vを Γのモデルであるとする．ここで，JAKv によっ

て場合分けし，vがA ⇒ Bのモデルであることを示す．これにより，Γ |= A ⇒ Bを示すことが
できる．
もし，JAKv = Fであるとする．すると定義から JA ⇒ BKv = Tとなるので，vはA ⇒ Bのモ

デルである．もし，JAKv = Tであるとする．すなわち，vはAのモデルであり，よって vは Γ, A
のモデルである．今 Γ, A |= Bであるから，vはBのモデルである．つまり JBKv = T．よって，
定義から JA ⇒ BKv = Tとなるので，vはA ⇒ Bのモデルである．

系 2.1. Aと Bを命題論理式とする．このとき A |= Bならば，そのときに限り |= A ⇒ Bであ
る．

定理 2.2. 任意の命題論理式A，B，C および命題論理式の列 Γ，∆について，以下が成り立つ．

• A |= A．

• Γ |= Bならば，Γ, A |= B．

• Γ, A,B,∆ |= C ならば Γ, B,A,∆ |= C．

• Γ |= Aかつ∆, A |= Bならば Γ,∆ |= B．

1



証明. 最初の三つは論理的帰結の定義より自明．よって最後のもののみを示す．
今 vを，Γ,∆のモデルであるとする．よって，vは Γのモデルであり，なおかつ∆のモデルで

ある．このとき，Γ |= Aから vはAのモデルである．また，∆, A |= Bより vはBのモデルであ
る．よって，任意の Γ,∆のモデル vはBのモデルである．ゆえに，Γ,∆ |= Bである．

系 2.2. 任意の命題論理式A，Bおよび命題論理式の列 Γについて，Γ |= A ⇒ Bかつ Γ |= Aな
らば Γ |= Bである．

定理 2.3. 任意の命題論理式AとBに対し，|= ¬AならばA |= Bである．

証明. |= ¬Aより，Aにモデルは存在しない．よって任意のAのモデルはBのモデルである．

2.2 論理的同値

定義 2.2. 論理的同値AとBが論理式同値（logically equivalent）であるとは，任意の付値 vに
対し JAKv = JBKv となることを言い，A ≡ Bと書く．

ノート. A ≡ Bは命題論理式ではないことに注意する．

定理 2.4. 任意の命題論理式 Aと B に対し，|= (A ⇒ B) ∧ (B ⇒ A)ならば，そのときに限り
A ≡ B．

証明.（ならば）|= (A ⇒ B)∧(B ⇒ A)とする．vを付値とする．すると，J(A ⇒ B) ∧ (B ⇒ A)Kv =
Tとなる．よって，JA ⇒ BKv = JB ⇒ AKv = Tである．このとき，JAKv = TであるとするとJA ⇒ BKv = Tから JBKv = Tが言え，また JAKv = Fとすると JB ⇒ AKv = Fから JBKv = Fが
言える．よって，JAKv = JBKv である．よって，任意の vに対し，JAKv = JBKv である．つまり
A ≡ Bである．
（そのときに限り）A ≡ Bとする．vを付値とする．このとき，JAKv = JBKvとなる．ここで JAKv
の値で場合分けして，J(A ⇒ B) ∧ (B ⇒ A)Kv = Tとなることを示す．JAKv = JBKv = Tとする．
このとき，JA ⇒ BKv = JB ⇒ AK = Tとなるため J(A ⇒ B) ∧ (B ⇒ A)Kv = Tである．JAKv =JBKv = Fとする．このとき，JA ⇒ BKv = JB ⇒ AK = Tとなるため J(A ⇒ B) ∧ (B ⇒ A)Kv = T
である．

系 2.3. 任意の命題論理式AとBに対し，A |= BかつB |= Aならば，そのときに限りA ≡ B．

論理的同値は同値関係である．すなわち以下が成り立つ．

反射律 任意の命題論理式Aに対し，A ≡ A．

対象律 任意の命題論理式AとBに対し，もしA ≡ BならばB ≡ A．

推移律 任意の命題論理式A，Bと C に対し，もしA ≡ BかつB ≡ C ならば，A ≡ C．

定理 2.5. 任意の命題論理式A，B，C，Dについて以下が成り立つ．

• A ≡ Bならば ¬A ≡ ¬B．

• A ≡ Bかつ C ≡ Dならば，A ∧ C ≡ B ∧D．

• A ≡ Bかつ C ≡ Dならば，A ∨ C ≡ B ∨D．

• A ≡ Bかつ C ≡ Dならば，A ⇒ C ≡ B ⇒ D．
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すなわち，ある命題論理式の一部分をそれと同値な論理式と置き換えても，元の論理式と同値
である．より直感的に言えば，同値な論理式における一部分の置き換えは論理式の「意味」を変
えない．
今後の議論の利便性のため，命題論理式に以下の式⊤と⊥を付け加える．また，それぞれの付

値 vの元での解釈を以下を定める．

J⊤Kv = T J⊥Kv = F

このとき，任意の命題論理式AとBについて，以下が成り立つ．

• |= AかつA ≡ Bならば，|= B．

• Aが充足可能かつA ≡ Bならば，Bも充足可能．

• |= Aならば，そのときに限りA ≡ ⊤．

• |= ¬Aならば，そのときに限りA ≡ ⊥．

つまり，A = A1 ≡ A2 ≡ · · · ≡ An = ⊤と同値変形を繰り返すことにより，論理式Aが恒真で
あることを示すことができる．そのとき，任意の命題論理式 A，B，C について以下の式が同値
であることは有用であろう．

A ∧A ≡ A A ∨A ≡ A (羃等律)

A ∧B ≡ B ∧A A ∨B ≡ B ∨A (交換律)

A ∧ (B ∧ C) ≡ (A ∧B) ∧ C A ∨ (B ∨ C) ≡ (A ∨B) ∨ C (結合律)

A ∧ (B ∨ C) ≡ (A ∧B) ∨ (A ∧ C) A ∨ (B ∧ C) ≡ (A ∨B) ∧ (A ∧ C) (分配律)

A ∧ (A ∨B) ≡ A A ∨ (A ∧B) ≡ A (吸収律)

¬(A ∧B) ≡ ¬A ∨ ¬B ¬(A ∨B) ≡ ¬A ∧ ¬B (de Morganの法則)

¬(¬A) ≡ A (二重否定の法則)

A ⇒ B ≡ ¬B ⇒ ¬A (対偶)

A ⇒ B ≡ ¬A ∨B (含意の法則)

また，⊤や⊥に関する以下の法則も有用であろう．

A ∧ ¬A ≡ ⊥ A ∨ ¬A ≡ ⊤
¬⊤ ≡ ⊥ ¬⊤ ≡ ⊥

A ∧ ⊥ ≡ ⊥ A ∨ ⊥ ≡ A

A ∧ ⊤ ≡ A A ∨ ⊤ ≡ ⊤
A ⇒ ⊥ ≡ ¬A ⊤ → A ≡ A

練習問題 2.2. 以下を同値変形により示せ．

• P ∧Q ≡ ¬(¬P ∨ ¬Q)

• P ⇒ ¬Q ≡ R ⇒ ¬P

• P ∧ (P ⇒ Q) ≡ P ∧Q

• ((P ⇒ Q) ⇒ P ) ⇒ P ≡ ⊤

また，|=は論理式上の前順序関係である．すなわち反射率と推移律が成り立つ．
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定理 2.6. 任意の命題論理式A，B，C，Dについて以下が成り立つ．

• A |= Bならば ¬B |= ¬A．

• A |= Bかつ C |= Dならば，A ∧ C |= B ∧D．

• A |= Bかつ C |= Dならば，A ∨ C |= B ∨D．

• A |= Bかつ C |= Dならば，B ⇒ C |= A ⇒ D．

論理的帰結も不等式の変形のように示すことができるが，通常の不等式において a ≤ bならば
−b ≤ −aになるように，否定および含意の前件の部分で大小関係が入れ替わることに注意する．

2.3 メタ

メタ変数 さて，Aとか Bとかの記号を用いてきたが，これらは命題論理式を表す数学上の変
数である．数学の変数であるから，AとBが同じ論理式を指すかもしれないことに注意する．さ
て命題論理や述語論理には論理式としての構成要素として変数を持つ．これらの対象の体系の変
数と数学的な変数を区別して，後者をメタ変数と呼ぶ．メタ変数としてどの記号を使うかで変数
がどこを動くを区別することがある．本講義ではこれまで Aや Bを（命題）論理式，vを付値，
Γを論理式の列，P を命題変数を指すメタ変数として使用してきた．
ここで注意が必要なのは P は具体的な命題変数としても，命題変数を指すメタ変数としても利

用される点である．たとえば，論理式 P ∨Q ⇒ P と書いたときは P とQは互いに異なる具体的
な命題変数を表している．一方，解釈の定義で JP Kv = v(P )と書いたときは，P は具体的な命題
変数の名前ではなく，何らかの命題変数を指すメタ変数として用いられている．

メタ論理 対象となる論理（ここでは命題論理や一階述語論理）と区別して，その論理体系を扱
う数学的な議論で使用される論理をメタ論理と呼ぶことがある．本講義では混乱を避けるために，
メタ論理では論理記号の使用を避けている．
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