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8.1 ∃に関する規則
∃は ∀とは対照的に導入則は簡単である．

Γ ⊢ A[t/x]

Γ ⊢ ∃x.A (∃I)

つまり，具体的なものをいつでも ∃に抽象化してよいということである．注意点としては，全て
の tを一度に抽象化する必要がないということである．たとえば，今 P (c, c)が証明できたとしよ
う．そのとき，

...
Γ ⊢ P (c, c)

Γ ⊢ ∃x.P (x, c)
(∃I)

としてもよい．実際に証明を行う際には証明木（証明に関する導出木）は下から構築していくこ
とが多いだろうから，むしろ ∀の除去のほうが「どこを一般化するか」ということが悩ましいか
もしれない．

∃の除去則はすこし注意が必要だ．
Γ ⊢ ∃x.A Γ, A ⊢ B

Γ ⊢ B
(∃E) (x ̸∈ FV(B) ∪ FV(Γ))

つまり，∃x.Aが成り立つとき，xに対して Aが成り立つことを仮定して Bを示すことができれ
ば，Bがいえる．ただし，Bに xが残っていてはいけないし，Γに xに自由に出現していると，x
に対してA以外のことも仮定していることになるからこれも禁じなければならない．
上記で，Γ, A ⊢ Bの部分は，実質的に Γ ⊢ ∀x.A ⇒ Bであることに気付いた人もいるのかもし

れない．実際に以下が成り立つ．

定理 8.1. x ̸∈ FV(Γ)とする．このとき，Γ ⊢ ∃x.Aが導出可能であれば，そのときに限り，任意
の x ̸∈ BであるようなBについて Γ ⊢ (∀x.A ⇒ B) ⇒ Bが導出可能である．

証明. （ならば）Γ ⊢ ∃x.Aが導出可能だと仮定する．あとは，以下の導出による．

...
Γ,∀x.A ⇒ B ⊢ ∃x.A仮定

Γ,∀x.A ⇒ B,A ⊢ ∀x.A ⇒ B
(Ax)

Γ,∀x.A ⇒ B,A ⊢ A ⇒ B
(∀E)

Γ,∀x.A ⇒ B,A ⊢ A
(Ax)

Γ,∀x.A ⇒ B,A ⊢ B
(⇒E)

Γ,∀x.A ⇒ B ⊢ B
(∃E)

Γ ⊢ (∀x.A ⇒ B) ⇒ B
(⇒I)

（そのときに限り）Bとして，∃x.Aを選ぶ．Γ ⊢ (∀x.A ⇒ (∃x.A)) ⇒ (∃x.A)が導出可能であ
ると仮定する．あとは以下の導出による．

...
Γ ⊢ (∀x.A ⇒ (∃x.A)) ⇒ (∃x.A)

仮定

Γ, A ⊢ A
(Ax)

Γ, A ⊢ (∃x.A)
(∃I)

Γ ⊢ A ⇒ (∃x.A)
(⇒I)

Γ ⊢ ∀x.A ⇒ (∃x.A)
(∀I)

Γ ⊢ ∃x.A (⇒E)
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上記の定理が成り立つからといって，(∀x.P (x) ⇒ Q) ⇒ Qと ∃x.P (x)がお互いをお互いから証
明できるということはない．そのそもこの二者は論理的同値ではない．ただし，前者が妥当なら
後者も妥当だし，その逆も成り立つ．なお命題や述語を量化することを許す二階論理では，∃x.A
と ∀Q.(∀x.A ⇒ Q) ⇒ Q は同値となる．

練習問題 8.1. 以下を導出せよ．

∃x.∃y.P (x, y) ⊢ ∃y.∃x.P (x, y)

∃x.P (x) ∧Q(x) ⊢ (∃x.P (x)) ∧ (∃x.Q(x))

∃x.P (x) ∨Q(x) ⊢ (∃x.P (x)) ∨ (∃x.Q(x))

(∃x.P (x)) ∨ (∃x.P (x)) ⊢ ∃x.P (x) ∨Q(x)

(∃x.P (x)) ∧Q ⊢ ∃x.P (x) ∨Q

∃z.P (z, z) ⊢ ∃x.∃y.P (x, y)

∃x.P (x) ⊢ ∃x.∃y.(P (x) ∧ P (y))

∃x.∃y.P (f(x, y)) ⊢ ∃z.P (z)

練習問題 8.2. 以下を導出せよ．

∀x.P (x) ⇒ Q ⊢ (∃x.P (x)) ⇒ Q ∃x.P (x) ⇒ Q ⊢ (∀x.P (x)) ⇒ Q

練習問題 8.3. 以下を導出せよ．

¬(∃x.P (x)) ⊢ ∀x.¬P (x) ∀x.¬P (x) ⊢ ¬(∃x.P (x))

¬(∀x.P (x)) ⊢ ∃x.¬P (x) ∃x.¬P (x) ⊢ ¬(∀x.P (x))

なお，一部の証明には (PbC)を使用しなければならない．

練習問題 8.4. 以下を導出せよ．

⊢ ∃x.P (x) ⇒ (∀y.P (y))

練習問題 8.5. 以下を導出せよ．

⊢ ¬(∀x.(¬S(x, x) ⇒ S(c, x)) ∧ (S(x, x) ⇒ ¬S(c, x)))

9 健全性と完全性
以下の定理が成り立つことが知られている．

定理 9.1 (健全性). Γ ⊢ Aが導出可能ならば Γ |= A．

定理 9.2 (完全性). Γ |= Aならば，Γ ⊢ Aが導出可能．

前者は導出木に関する帰納法で比較的簡単に証明できる．後者は「Gödelの完全性定理」とし
て知られる．

系 9.1. 任意の命題論理式Aは，自然演繹においてAが証明可能か，JAKM,θ = FなるM, θを持
つ．
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意味論は論理式Aが妥当でない（すなわち，健全性・完全性より証明可能でない）ことを示す
のに便利である．Aが妥当でないことを言うには JAKM,θ = FとなるM, θを一つ示せばよい．一
方，証明論は論理式Aが証明可能である（すなわち，健全性・完全性より妥当である）ことを示
すのに便利である．Aが証明可能であることを言うのには，⊢ Aの導出を一つ示せばよい．
なお，議論領域として無限のものを考えなければならないことがあることに注意する．たと

えば，  (∀x.P (x, x))

∧ (∀x.∀y.∀z.P (x, y) ⇒ P (y, z) ⇒ P (x, z))

∧ (∀x.∀y.P (x, y) ∨ P (y, x))

 ⇒ (∃x.∀y.P (x, y))

という論理式の反証モデルは有限でない．M = (D, I)が反証モデルだとしよう．すると，I(P )
はD上の前順序関係になり，d ∼ d′を (d, d′) ∈ I(P )かつ (d′, d) ∈ I(P )と定義すると，I(P )は
D/∼上の全順序になる．とすると，Dが有限があればD/∼も有限であり，最小元 [d0]∼が取れ
てしまうので，それを xとして選べば ∃x.∀y.P (x, y)が真となる．� �
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