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今日の話
講義情報 
数理論理学とは？ 
どうして数理論理学を学ぶのか？
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講義の進め方
（来週から）板書+配布プリント 
プリントは講義ページから入手可 
プリントには練習問題も 
成績評価 
主に試験（2回）による 
1回はレポートにするかも 
レポートを課した場合はそれも評価 
出席点はない 3



教科書・参考書
教科書 
なし 

参考書 
シラバス参照
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その講義情報
講義ページ 

質問等 
講義中に直接質問（オススメ） 
メールで質問 or 訪問予約 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kztk@ecei.tohoku.ac.jp

http://www2.sf.ecei.tohoku.ac.jp/~kztk/
teaching/2016/logic/

mailto:kztk@ecei.tohoku.ac.jp?subject=


重要なお知らせ
7/19は期末試験 
範囲，方式は追って通知 
7/26は答案の返却と問題の解説 
点数に関する異議申立は 
この日以降受けつけない 
再試験は行わない
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数理論理学って？



論理学って
「推論の方法やその正しさ」 
についての学問 
例：アリストテレスの3段論法
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ソクラテスは人である 
全ての人は定命である 

よって 
ソクラテスは定命である



数理論理学
数学としての論理学 
数学基礎論の一つ 
「数学」の数学 

19，20世紀に大きく発展 
Hilbertのプログラム 
素朴集合論の破綻 
Russelの逆説，Cantorの逆説，  
Burali-Fortiの逆説 9



例：アリストテレスの3段論法
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ソクラテスは人である 
全ての人は定命である 

よって 
ソクラテスは定命である



例：アリストテレスの3段論法
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仙台市は政令指定都市である 
全ての政令指定都市は人口50万以上である 

よって 
仙台市は人口50万以上である



「論理的」ではない推論
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仙台市は政令指定都市である 
全ての政令指定都市は人口50万以上である 

よって 
仙台市は人口100万以上である



「論理的」ではある推論

13

仙台市は政令指定都市である 
全ての政令指定都市は人口100万以上である 

よって 
仙台市は人口100万以上である



「論理的」な推論の形式
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cは□□である 
□□であるものは全て△△である 

よって 
cは△△である



記号を変数に

15

cはPである 
Pであるxは全てQである 

よって 
cはQである



二文目をいいかえ
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cはPである 
全てのxについてxがPであるならばxはQである 

よって 
cはQである



論理記号を利用

17

P(c) ∧ 
(∀x. P(x) ⇒ Q(x)) 

⇒ 
Q(c)

かつcはPである

すべてのxについて ならば

cはPである 
全てのxについてxがPであるならばxはQである 

よって 
cはQである

cf.



「論理的」な推論とは？

18

P(c) ∧(∀x. P(x) ⇒ Q(x)) ⇒ P(s)

意味論（モデル論）：妥当性 
  任意のc，P，Qの解釈に対し正しい 

構文論（証明論）：証明可能性 
  妥当な証明規則によって証明できる



妥当な式
全ての解釈において真となる式 
変数/定数をどう具体的に割り当てるか
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ソクラテスは人である 
全ての人は定命である 

よって 
ソクラテスは定命である

解釈1
仙台市は政令指定都市である 

全ての政令指定都市は人口50万以上である 
よって 

仙台市は人口50万以上である

解釈2

P(c) ∧(∀x. P(x) ⇒ Q(x)) ⇒ P(c)



証明可能な式
特定の推論規則によって導出できる式
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P(c) ∧(∀x. P(x) ⇒ Q(x)) ⇒ Q(c)

P(c)∧(∀x. P(x) ⇒ Q(x))を仮定． 
仮定より，∀x.P(x) ⇒ Q(x)が言える． 
よって，P(c) ⇒ Q(c)． 
また，仮定よりP(c)．よってQ(c)． 
従ってP(c) ∧(∀x. P(x) ⇒ Q(x)) ⇒ Q(c)．



証明可能な式
特定の推論規則によって導出できる式
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Γ ⊢ P(c) ∧ (∀x. P(x) ⇒ Q(x))  
    Γ ⊢ ∀x.P(x) ⇒ Q(x)      Γ ⊢ P(c)∧ (∀x. P(x) ⇒ Q(x))            
        Γ ⊢ P(c) ⇒ Q(c)                 Γ ⊢ P(c) 
             P(c) ∧(∀x. P(x) ⇒ Q(x)) ⊢ Q(c) 
            ⊢ P(c) ∧(∀x. P(x) ⇒ Q(x)) ⇒ Q(c)

ただし，Γ = P(c) ∧ (∀x. P(x) ⇒ Q(x)) 

P(c) ∧(∀x. P(x) ⇒ Q(x)) ⇒ Q(c)



健全性と完全性
健全性 
証明可能な式は妥当 
例：一階述語論理は健全 

完全性 
妥当な式は証明可能 
例：一階述語論理は完全（1930） 
Gödelの完全性定理
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本講義で扱う論理
命題論理 

一階述語論理 
量化子（∀，∃）含む

23

P(c) ∧(∀x. P(x) ⇒ Q(x)) ⇒ Q(c)

P ∧ (P ⇒ Q) ⇒ Q



講義の流れ
前半：命題論理 
モデル論 
トートロジー 
証明論 
自然演繹 

後半：一階述語論理 
前半の議論を拡張
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ここで中間試験か 
レポート



Q. なぜ数理論理学を学ぶの？



Q. なぜ数理論理学を学ぶの？ 
A1. 理論・実用上有用だから



（ソフトウェア）モデル検査
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プログラムの 
モデル

仕様

OK

+ モデル検査

NG
形式論理に基づく
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Windows Driver 
Development Kitで利用



形式論理に基づく仕様記述
Felicaの成功例 
ソニーの非接触ICカード技術
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ソフトウェア開発における課題
　ソフトウェア開発の現場では，曖昧な仕様に起因する
トラブルが多く，課題となっている．
　先行する工程での問題は，後続の工程に先送りされ，
より大きな問題に発展していく．後続の工程における修
正コストは，先行する工程よりも大きくなり，開発は不
確実なものとなる．
　開発者は，不注意や思い込みなどにより間違える．最
終的に品質を確保するためには，誤りを修正していく必
要がある．しかし，修正する間違いなのかどうかを判断
するための仕様が明確でないと，設計，実装，テストを
担当する技術者は，「何を」拠り所としてよいか分から 

ない．
　仕様の記述は，ソフトウェア開発の成否を決定する重
要な活動である．「何を」作ろうとしているのか，「何を」
作ったのかを，厳密に記述，メンテナンスすることにより，
開発，運用，保守が正確に，精密に行える．そして，仕
様開発の後続の工程，プロジェクトマネジメント，コミ
ュニケーションを建設的に収束させることが可能となる．
　本稿では，ソフトウェア開発プロジェクトに，厳密に
仕様を記述することを目的として形式仕様記述手法を適
用し，開発の成果を上げると同時に，手法適用の効果を
確認した事例を報告する．

プロジェクトの概要
　プロジェクトの開発対象は，「おサイフケータイ」とし
て知られる携帯電話組込み用モバイル FeliCa ICチップ
のファームウェアである．

　モバイル FeliCa は，電子マネーや公共交通機関の乗
車券・定期券，クレジットカード，ドアの鍵，身分証な
どのサービスに応用されている，非接触 IC カードと携
帯電話の技術が融合したシステムとマルチアプリケーシ
ョンサービスの総称である．
　システムは，図 -1に示す，モバイル FeliCa IC チッ
プを搭載する携帯電話機と，携帯電話網経由で接続す
る FeliCa サーバ，携帯電話機を ICカードとしてかざす
FeliCa リーダ／ライタから構成される 6）．
　モバイル FeliCa IC チップファームウェアは，セキュ
アファイルシステムを基本機能として，認証機能，デー
タや通信路の暗復号化機能，電子マネーや乗車券などの
複数のサービスが 1つの IC チップ内に共存するための
ファイアウォール機能，携帯電話に組み込むために必要
な拡張機能を有している．
　モバイル FeliCa サービスやシステムは，ユーザが安
心して安全に利用できる社会基盤でなければならない．
国内の大多数の携帯電話に組み込まれる IC チップの開
発には，ユーザの生活を支えるセキュリティ機能を実現
する責任が伴う．数多くのステークホルダとの仕様や運
用に関する調整と，出荷時のバグをゼロにしていくため
のデバッグや，セキュリティ強化を確実に行わなくては
ならない．
　プロジェクトの期間は 3年 3カ月で，所属するメン
バは 50～ 60名，メンバの平均年齢は約 30歳であった．
プロジェクトの開始当初は，形式仕様記述手法に関する
知識や経験のあるメンバはいなかった．
　ファームウェアが動作するモバイル FeliCa IC チップ
の製造と販売は，複数の半導体製造事業者が行うため，
セキュア CPU とファームウェアの開発環境は複数種類

携帯電話組込み用モバイル
FeliCa ICチップ開発における
形式仕様記述手法の適用

特集
フォーマル
メソッドの
新潮流
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Part II：産業界への応用

筆者らは，携帯電話組込み用モバイル FeliCa IC チップファームウェアの開発に，形式仕様記述手法を適用し，手法導
入の目的である，（1）厳密な仕様の記述，（2） 仕様の段階的な記述と検証を中心とした，開発スキーム，プロセス，フ
レームワークの検討と導入，（3）記述精度の向上とテストによる，開発の上流工程における品質の確保，（4） 仕様を活
用した徹底的なテスト，（5）コミュニケーションの活性化，を達成し，開発の成果を上げると同時に，手法適用の効果
を確認した．

栗田太郎 ● フェリカネットワークス（株） 開発部 2課 

「情報処理」Vol.49, No.5, 2008



定理証明支援系
証明をプログラミング 
証明の正しさを型検査のように確認可 

Coq, Isabelle/HOL, Agda, ...
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奇数位数定理

FeitとThomsonが1963に証明 
が，200ページ以上 
証明の正しさを確認するのは大変 

Gonthierらが2005にCoqで形式化 
約15万行のCoqコード 
証明の正しさは機械的に確認
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「奇数位数の群は可解である」



MLと命題論理
（直観主義）命題論理であれば， 
(S)MLを使って証明できる 
関数抽象と関数適用のみを使って 
以下の型を持つ式を定義してみよう 
'a -> 'a  
'a -> ('a -> 'b) -> 'b  
('a -> 'b -> 'c) -> ('a -> 'b) -> 'a -> 'c 
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記述計算量
問題の記述に 
必要な形式論理 
と計算量の関係 

有限モデル理論  
の一分野
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図はNeil Immermanのwebsiteより



例：グラフ彩色
無向グラフの頂点に「色」を割り当て 
ただし，隣接する頂点は異なる色 

k色彩色可能性は 
一般にNP完全 
k = 1, 2だとP 
平面でk > 3だとP

34



「3色彩色可能」の論理式
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∃R. ∃G. ∃B.  
 (∀v. (R(v) ∨ G(v) ∨ B(v)) ∧ 
        ¬(R(v) ∧ B(v)) ∧  
        ¬(R(v) ∧ G(v)) ∧ 
        ¬(B(v) ∧ R(v)))) 
∧ (∀v.∀u. E(v,u) ⇒  
     ¬ (R(v) ∧ R(u)) ∧  
     ¬ (G(v) ∧ G(u)) ∧ 
     ¬ (B(v) ∧ B(u)))

SO∃の式 
⇒ 3色彩色可能性はNP



SAT：充足可能性問題
与えられた命題論理式を 
真にする解釈が存在するか判定 
一般にはNP完全 
多くの問題に対しては高速に解ける 
minisat等のSATソルバ
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P ∧ Q
P ∧ ¬P

充足可能（P=Q=真）
充足不能



Q. なぜ数理論理学を学ぶの？ 
A2. それ自体楽しい



論理パズル
論理学に基づくパズル 
たいていは命題論理に基づく 
ファンも多く多数の書籍が出版 
Amazon.co.jpで「論理パズル」で検索する
と987件ヒット 
公務員試験とかでも出題されるらしい
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正直者と嘘吐きのパズル

正直者：いつでも本当のことを言う 
嘘吐き：いつでも嘘を言う
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AとBは正直者か嘘吐きである． 
  A「Bは嘘吐きです」 
  B「Aとは同じタイプの人間です」 
AとBはそれぞれどちらか？



TA: Aが正直者，TB: Bが正直者とする  
AがPと主張する: TA ⇔ P 
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AとBは正直者か嘘吐きである． 
  A「Bは嘘吐きです」 
  B「Aとは同じタイプの人間です」 
AとBはそれぞれどちらか？

TA TB TA ⇔ ¬TB TB ⇔ (TA∧TB)∨(¬TA∧¬TB)
真 真 偽 真
真 偽 真 真
偽 真 真 偽
偽 偽 偽 偽



ドミノゲーム
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https://sourceforge.net/projects/nddomino/

命題論理の証明を 
ドミノゲームで表現
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